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1 EinfGihrung und Motivation 1

1 EINFUHRUNG UND MOTIVATION

Um das in jungster Vergangenheit wiederum gestiegene Interesse an Fragen zur
Einkommensverteilung verstandlich zu machen gilt es, die Geschichte der Entwick-
lung der Einkommensverteilung in den USA ein bisschen genauer zu betrachten. So
stellt Gottschalk (1997) fest, dass wahrend der 50'er und 60'er Jahre des vergange-
nen Jahrhunderts temporare Anstiege der Armut wahrend Rezessionen durch Ar-
mutsabnahmen in Zeiten guter Konjunkturlage mehr als wettgemacht wurden. So-
lange die Armen zusammen mit allen anderen Gesellschaftsschichten vom Wirt-
schaftswachstum profitierten herrschte Zuversicht, dass die Armutsrate immer tiefer
sinken wirde. So fiel sie in den USA von 22.4 % (1959) auf 11.1 % (1973).

Wahrend der darauffolgenden zwei Jahrzehnte stieg die Armutsrate wéhrend Rezes-
sionen und fiel wahrend Zeiten wirtschaftlicher Expansion wie gehabt. Jedoch reichte
die Abnahme wahrend guter Konjunkturlage nicht mehr aus, um den Anstieg in Re-
zessionszeiten wettzumachen. Dies hatte zur Folge, dass die Armutsrate von 11.1 %
(1973) wieder auf 14.5 % (1994) stieg, obwohl das pro-Kopf-Einkommen in dieser
Zeitspanne um 27 % zunahm. Die Koexistenz steigender Armut und steigender mitt-
lerer Einkommen indiziert, dass der armutsreduzierende Effekt des Wachstums im
pro-Kopf-Einkommen durch eine Zunahme der Ungleichheit mehr als zunichte ge-
macht wurde. Dieser seit den 70’er Jahren in den USA feststellbare Trend zu ver-
mehrter Ungleichheit in der Einkommensverteilung, welcher auch in anderen Staaten
beobachtet werden kann, liess das Interesse an Fragestellungen zu Einkommensver-

teilung und Einkommensdynamik neu aufleben.

Bei Analysen des Einkommensprozesses ist nicht bloss die Momentaufnahme einer
Verteilung der Einkommen von Interesse, auch die Chancen der Individuen auf Ver-
anderung der gegenwartigen Einkommenssituation sollten dabei berlcksichtigt wer-
den. Mit anderen Worten ausgedriickt bedeutet dies, dass auch die Dynamik des
Einkommensprozesses in Betracht gezogen werden sollte. Als lllustration soll hier
ein Vergleich zweier Gesellschaften A und B dienen, welche sich beide in ihrem
Gleichgewicht befinden und dieselbe Verteilung der Einkommen aufweisen. Da beide
Okonomien im Gleichgewicht sind, dndert sich diese Verteilung im Zeitablauf nicht

mehr. Fir reine Einkommensverteilungsvergleiche ist es egal, wer sich wo in der
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Verteilung befindet. Auch liefern solche Vergleiche keine Information dartber, ob und
wie stark die Individuen ihre Klassenzugehdrigkeit im Zeitablauf andern. Deshalb
sind die beiden Gesellschaften bei einfachen Vergleichen ihrer Einkommensvertei-
lung nicht voneinander zu unterscheiden. Fir die individuellen Lebenseinkommen ist
es hingegen zentral, ob die Individuen in der Verteilung fest in ihren Einkommens-
klassen verharren oder ob die Klassen im Zeitablauf gewechselt werden. Falls in der
Gesellschaft A nur geringe Mobilitdt zwischen den Klassen stattfindet, die Einkom-
mensmobilitat in Okonomie B jedoch gross ist, sind die beiden Volkswirtschaften trotz
identischer Momentaufnahme unterschiedlich in ihrer dynamischen Entwicklung.
Wird aus Griinden der sozialen Stabilitdt eine ausgeglichenere Verteilung angestrebt,
so ist die Gesellschaft B als erstrebenswerterer Zustand zu bezeichnen, da hier die
Lebenseinkommen, wegen der erhdéhten Einkommensmobilitat, gleichméassiger ver-

teilt sind als in Volkswirtschaft A.

Dieses Beispiel verdeutlicht, dass Analysen Uber die Ungleichheit der Wohlfahrt
neben Betrachtungen der Einkommensverteilung auch die Dynamik des Einkom-
mensprozesses berlcksichtigen sollten. Die Berlcksichtigung des Aspekts der Dy-
namik stellt die Empirie jedoch &éfters vor gréssere, teils auch unlésbare Probleme.
Zum einen sind dazu longitudinale Daten notwendig. Solche Paneldaten’ sind jedoch
fir die meisten Lander nicht vorhanden, so dass in solchen Staaten keine Analysen
der Dynamik des Einkommensprozesses vorgenommen werden kdnnen. Zudem
altert ein Datenpanel im selben Umfang wie die betrachtete Zeitperiode. Bei kiirzeren
Zeitperioden spielt es weniger eine Rolle, dass die betrachtete Population zum Aus-
gangszeitpunkt entsprechend jlinger war als zum Endzeitpunkt. Wird hingegen die
Dynamik Uber einen langeren Zeitraum wie zum Beispiel 10 Jahre analysiert, dann
spielt diese Alterung eine wichtige Rolle. Alle Individuen einer solchen Analyse sind
dann im Endzeitpunkt 10 Jahre &lter als zu Beginn der Betrachtungsperiode. Da sich
die Einkommenssituation im Durchschnitt mit zunehmendem Alter verbessert, stellt
dies eine enorme Verzerrung dar und kann nur durch Anwendung entsprechender

In Datenpanels werden dieselben Daten Uber dieselben Individuen in regelméssigen Abstanden
immer wieder erhoben. Somit resultiert fiir jedes Individuum eine Zeitreihe, welche z.B. die zeitliche

Einkommensentwicklung der Panelmitglieder widerspiegelt.
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Gewichte einigermassen ausgeglichen werden. Die Reprasentativitat einer solchen
Stichprobe fir die Gesamtpopulation ist also zumindest zweifelhaft. Zudem flihren
langere Betrachtungshorizonte auch zu einer erheblichen Ausdinnung des Datenpa-
nels, da bei langeren Zeithorizonten nur fir einen kleineren Teil der Individuen des
Panels Einkommensangaben fir den Anfangs- und den Endzeitpunkt existieren.
Wegen dieser Ausdiinnung muss oft die Anzahl Einkommensklassen reduziert wer-
den, um noch sinnvolle Ubergangsmatrizen schatzen zu kdnnen.? Auch existieren in
gewissen Landern aus Kostengriinden oder wegen ihrer Kleinheit bloss rotierende
Panels. In der Schweiz ist dies bei der Schweizerischen Arbeitskrafteerhebung (SA-
KE) gegeben, bei der ein Erhebungsjahrgang funf Jahre lang im Panel verbleibt. Hier
ware der maximale Zeithorizont bei der Analyse der Einkommensdynamik mit flnf
Jahren vorgegeben und die Grésse der Stichprobe betragt, ohne sonstige Ausfalle,
bloss noch 1/5 des gesamten Panelumfangs. Ausserdem beinhalten Datenpanels,
quasi naturgegeben, auch Uber kleinere Zeitrdume relativ kleine Umfénge. Dies er-
hoéht natlrlich die Mdglichkeit, dass die untersuchte Population fir die Gesamtbevol-
kerung eines Staates nicht gerade reprasentativ ist.

In dieser Arbeit wird nun ein Ansatz vorgestellt, wie diese Probleme angegangen
werden kénnen. Es wird aufgezeigt, wie sich die Qualitdt von aus Paneldaten ge-
schatzten Einkommensdynamiken durch den Einbezug von umfangreichen Quer-
schnittsdaten verbessern lasst, da letztere die Einkommensverteilung der Gesamt-
population praziser abbilden als Datenpanels.® Zusatzlich werden Wege vorgeschla-

Ubergangsmatrizen (-dynamiken) enthalten in den Zeilen die auf die Einkommensklassenzugehd-
rigkeit im Startjahr bedingten Wahrscheinlichkeiten, im Endjahr in einer bestimmten Klasse zu sein.
Eine Unterteilung in mehr Einkommensklassen ermdglicht eine prazisere Beschreibung der Dyna-
mik. Nimmt hingegen die Anzahl der Individuen ab, so erhéht sich die Wahrscheinlichkeit, dass
gewissen Ubergangen die Wahrscheinlichkeit 0 zugeordnet wird, auch wenn dies nicht der Realitat
entsprechen sollte. Eine Reduktion der Einkommensklassen kann hier wieder sinnvollere Uber-

gangsdynamiken liefern.

Einkommensquerschnitte beinhalten meist wesentlich gréssere Populationen als Paneldaten und
sind deshalb im allgemeinen représentativer fiir die Gesamtpopulation. Im Gegensatz zu Panels
beinhalten Querschnittsdaten jedoch keinerlei Information Uber die zeitliche Entwicklung der Ein-

kommensklassenzugehdrigkeiten der Individuen.
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gen, wie sich auch bei Abwesenheit von Paneldaten Erkenntnisse Gber den dynami-
schen Einkommensprozess gewinnen lassen. Hierzu muissen theoretische Modell-
vorstellungen Uber die Einkommensdynamik erarbeitet und an beobachtete Quer-
schnittsverteilungen angepasst werden. Die dabei verwendete Anpassungsprozedur
wird im folgenden Methode der Minimierung der relativen Entropie genannt. Die so
geschatzten Einkommensdynamiken erlauben dann die Berechnung von Massen,
welche Aussagen Uber die Einkommensmobilitat in einer Gesellschaft erméglichen.

Die Bewertung dieser Mobilitat geschieht normalerweise durch sogenannte Mobili-
tatsindices. In dieser Arbeit wird nun zunachst ein vertieftes Verstandnis dafiir erar-
beitet, was flur Mobilitdtsaspekte verschiedene Indexmasse Uberhaupt messen. Es
wird gezeigt, dass konventionelle Indices in zwei Klassen eingeteilt werden kénnen.
Indices der einen Klasse messen die Mobilitdt welche vorherrscht, wenn sich eine
Gesellschaft in ihrem Gleichgewicht befindet. Solche Indices werden dann als
Gleichgewichtsindices bezeichnet. Die Indices der zweiten Klasse werden Konver-
genzindices genannt. Dies deshalb, weil sie die Mobilitdt messen, welche mit der
Konvergenz einer Okonomie hin zum Gleichgewichtszustand einhergeht. Es wird
postuliert, bei Analysen der Mobilitat diese beiden Aspekte auch auszuweisen und
entsprechend zu deklarieren. Um mdgliche Willkir zu reduzieren, welche bei der
Messung beider Mobilitdtsaspekte durch arbitrar zusammengestellte Indexpaare
entstehen kann, wird ein Indexpaar vorgestellt, welches beide Aspekte simultan
misst. Die Teilindices sind eng miteinander verbunden und nicht unabhangig vonein-
ander kombinierbar. Die Wahl des einen bedingt den anderen, somit wird die Anzahl
Kombinationen von Indices beider Klassen vermindert und damit diese Art der Will-

kdr eliminiert.

Im theoretischen Teil dieser Arbeit, den folgenden zwei Kapiteln, werden die notwen-
digen Grundlagen zur Anpassung von Ubergangsdynamiken an beobachtete Quer-
schnittsverteilungen sowie zur Messung beider Aspekte der Mobilitat erarbeitet. Im
empirischen Teil werden zunachst in Kapitel 4 die verwendeten Datensatze vorge-
stellt und danach die theoretischen Erkenntnisse in den Kapiteln 5 bis 7 auf konkrete
Beispiele der Praxis angewandt. So wird in Kapitel 5 aufgezeigt, wie die Qualitat von
aus Paneldaten extrahierten Ubergangsmatrizen durch den Einbezug von Quer-
schnittsdaten verbessert werden kann. In Kapitel 6 werden theoretische Modelle zur
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Erklarung des Abbaus der Mittelklasse und des damit verbundenen Anstiegs der
Ungleichheit optimiert. Hier wird gezeigt, wie auch bei Abwesenheit von Paneldaten
Erkenntnisse Uber die Einkommensdynamik gewonnen werden kdnnen. Kapitel 7
untersucht dann die Fragestellung, ob sich die Einkommensdynamik der Frauen
durch diejenige der Manner genligend genau erklaren lasst. Aufbauend auf realisti-
schen Annahmen wird dann in Kapitel 8, mittels einer Monte Carlo Simulationsstudie,
die Effizienz der Methode der Minimierung der relativen Entropie bei der Anpassung
hypothetischer Dynamiken an beobachtete Einkommensverteilungen der Grundge-
samtheit demonstriert. Zudem wird aufgezeigt, wie sich Gleichgewichtsindices direkt
aus den individuellen Einkommensverlaufen einer Stichprobe schéatzen lassen, ohne
dass in einem vorangehenden Schritt eine Ubergangsmatrix geschatzt zu werden

braucht.

Im Anhang in Kapitel 9 werden unter anderem Herleitungen und Beweise zum theo-
retischen Teil gezeigt. Zudem finden sich hier auch einige vereinfacht dargestellte
Grundlagen, vertiefte Diskussionen der Mobilitdtsaspekte wie auch ein leichter ver-
stéandliches Beispiel zur Methode der Minimierung der relativen Entropie sowie der zu
ihrer Herleitung bendtigten Theorie grosser Abweichungen, welches dazu gedacht

ist, den Einstieg in die Materie soweit méglich zu erleichtern.
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2 OPTIMAL ANGEPASSTE EINKOMMENSDYNAMIKEN*

2.1 EINLEITUNG

In diesem Kapitel wird ein statistischer Rahmen fir die Evaluation und das Testen
von Hypothesen (ber die zeitliche Entwicklung einer Verteilung, z.B. einer Einkom-
mensverteilung, erarbeitet. Der verwendete Ansatz basiert auf dem Konzept der
relativen Entropie (auch Kullback-Leibler Informationskriterium; Kulloack 1959) als
einem Mass der Distanz zwischen zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen.® Im Gegen-
satz zu anderen ahnlichen Applikationen wird dieser Ansatz durch ein explizites
wahrscheinlichkeitstheoretisches Mikromodell gerechtfertigt, wie dies Aebi (1996,
1997) in einem anderen Zusammenhang vorschlug. Diese Rechtfertigung basiert auf
der Fundamentalhypothese der statistischen Mechanik und auf einem Argument Gber
grosse Abweichungen. Wie aufgezeigt werden wird, liefert dieser Ansatz auch eine
statistische Basis zum Testen von Hypothesen.

Es soll das folgende Problem analysiert werden. Ausgangspunkt sei eine Situation, in
der die Einkommensverteilung zu zwei Zeitpunkten beobachtet wird, jedoch keine
zusatzliche Information dartiber vorhanden ist, welches Individuum was flr ein Ein-
kommen erzielte. Es liegt folglich eine wiederholte Querschnittsbeobachtung vor, in
der keine individuellen Einkommensgeschichten aufgezeichnet werden. Des weiteren
wird angenommen, dass ein spezielles Modell respektive eine Hypothese der Uber-
gangsdynamik evaluiert werden soll. Dieses Modell kann aus theoretischen Uberle-
gungen abgeleitet worden sein oder aus empirischen Betrachtungen einer anderen
Population resultieren, bei der die fehlende Zeitreihen-Information vorhanden war. Es
wird aufgezeigt, dass durch Anpassung der Hypothese statistische Schllsse Utber die
Ubergangsdynamik méglich sind, auch wenn die notwendige Information tiber das

Einkommen eines Individuums in beiden Perioden fehlen sollte. Der Ansatz ermég-

Dieses Kapitel bezieht sich auf die Arbeit "Evaluating Theories of Income Dynamics: A Probabilistic
Approach" von Aebi, Neusser und Steiner (1999).

Das Konzept der relativen Entropie ist in der Okonometrie nicht stark verbreitet. Wichtige Ausnah-
men sind White (1982), Golan, Judge und Miller (1996), oder Kitamura und Stutzer (1997).
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licht neben statistischen Tests auch Aufschllisse dartiber, in welcher Weise die
Hypothese fehlspezifiziert ist und wie sie optimal angepasst werden muss, um wich-
tige Grossen zur Beschreibung der Einkommensdynamik zu berechnen (Mobilitatsin-

dices, Projektionen in die Zukunft etc.).

Es zeigt sich, dass das oben erwédhnte Problem aquivalent zum Problem der Anpas-
sung der Zellenhaufigkeiten einer Kontingenztabelle an bekannte und festgelegte
Randverteilungen ist.® Diese Fragestellung wurde in der statistischen Literatur unter
anderen durch Deming und Stephan (1940) sowie Ireland und Kullback (1968) be-
handelt. Diese Autoren schlagen zur praktischen Lésung dieses Problems einen
Algorithmus vor, der in der Literatur als iterativ-proportionale Anpassungsprozedur
(Iterative Proportional Fitting Procedure, IPFP) bekannt ist.” Unter dem Begriff "gros-
se Abweichungen" flr Kontingenztabellen erarbeitete Aebi (1996, 1997) einen wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Rahmen. Darin zeigt er auf, wie die "wahrscheinlichsten"
Anpassungen beobachteter Kontingenztabellen an vorgegebene Randverteilungen

berechnet werden.

Gewinnbringende Anwendungen dieses Ansatzes auf so unterschiedliche Bereiche
wie die Theorie der Einkommensverteilung oder die Konvergenzhypothese in der
Wachstumstheorie sind durchaus denkbar. Die erste Anwendungsmdglichkeit be-
zieht sich auf die in jingster Zeit in einigen Landern (USA, UK und andere) festge-
stellte Zunahme der Einkommensungleichheit. Die Griinde fir diesen Anstieg werden
in der Literatur breit diskutiert, was der Okonomie der Einkommensverteilung zu
neuem Interesse verhalf (Atkinson 1997, Gottschalk 1997). Wie erwéhnt ist es bei
Betrachtungen zu Verteilungsfragen wichtig, nicht bloss die Einkommensverteilung
sondern auch deren Dynamik zu untersuchen, wofir ein Mass der Mobilitat innerhalb

der Einkommensverteilung vonnéten ist. Hierzu muss jedoch die gesamte Uber-

® Eine Kontingenztafel halt aufgrund eines Zufallsmechanismus zustandegekommene Haufigkeiten

tabellarisch fest. So steht z.B. in der zweiten Zelle der ersten Zeile einer Tabelle, in deren Zeilen
die Einkommensklassenzugehdrigkeit im Anfangsjahr und in deren Spalten diejenigen des Endjah-
res festgehalten sind, die Anzahl Individuen, welche im Startjahr in der untersten und im Endjahr in

der zweituntersten Einkommensklasse waren.

" In Abschnitt 2.3.3 wird der IPFP-Algorithmus detailliert beschrieben.
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gangsdynamik modelliert werden, woflr sich die hier vorgestellte Methode der Mini-
mierung der relativen Entropie vortrefflich eignet. Demgegeniber versichert die Kon-
vergenzhypothese, dass Unterschiede im pro-Kopf-Einkommen zwischen verschie-
denen Landern vorlbergehender Natur sind, wenn Technologie, Praferenzen und
das Bevélkerungswachstum berlcksichtigt werden. Wie von Quah (1996) ausgefuhrt
wurde, leidet die urspringlich von Barro und Sala-i-Martin (1992) unterstitzte lan-
derlUbergreifende Wachstumsgleichung an ernsthaften Unzulanglichkeiten, welche
unzuverlassige Schliisse nach sich ziehen. Deshalb schlagt Quah (1996) vor, explizit
die Dynamik der gesamten landerUbergreifenden Einkommensverteilung zu modellie-

ren.®

Obwohl diese zwei Anwendungsgebiete ziemlich verschiedenen ékonomischen Tra-
ditionen zuzuordnen sind, werden fir die Analyse der Dynamik der involvierten Ver-
teilungen ahnliche Werkzeuge bendtigt. In beiden Literaturzweigen wird die zeitliche
Entwicklung der Einkommensverteilung mittels einer Ubergangswahrscheinlichkeits-
matrix (oder einem stochastischen Kern im stetigen Fall) aus einer Panelstudie ge-
schatzt. Die Mobilitat wird dann durch Berechnung eines skalaren Mobilitdtsmasses
aus der Ubergangsmatrix geschatzt.® Die Konvergenzhypothese kann durch Berech-
nung der stationdren Verteilung aus der entsprechenden Ubergangsmatrix abge-

schatzt werden.'®

Obschon diese Betrachtungen interessante Einblicke gewahren, sind sie nur deskrip-
tiver Natur. Es fehlt an einem wahrscheinlichkeitstheoretischen Fundament sowie an
der Méglichkeit, Theorien der Einkommensdynamik, formuliert als Ubergangsmatri-
zen, zu testen und zu evaluieren. Ein Zweck dieser Arbeit besteht deshalb darin, ein
methodisches Fundament zum Testen und Evaluieren von Theorien der Einkom-

Hierbei werden die einzelnen Staaten wie Individuen behandelt, wobei anstelle des individuellen

Einkommens das jeweilige pro-Kopf-Einkommen eines Staates tritt.

o Vergleiche Shorrocks (1978) flr eine theoretische Diskussion. Schiiter (1998) und Trede (1999)
liefern Beispiele empirischer Anwendungen.

Durlauf und Quah (1998) liefern ausfuhrliche Referenzen und eine kritische Abhandlung der Litera-

tur.
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mensdynamik zu erarbeiten. Uberdies lasst sich dieser Ansatz problemlos auf ande-

re verwandte Fragestellungen erweitern.

Zudem fehlen zumindest bei den individuellen Einkommensdaten der meisten Lander
zuverlassige Panelstudien. Auch sind Paneldaten bei der Ermittlung der Mobilitat
zunehmend unzuverldssiger, je langer die untersuchten Zeitabschnitte sind. Die hier
vorgestellte Methode erlaubt jedoch die Schatzung vernlnftiger Einkommensdyna-
miken aus Querschnittsdaten und kann somit zu einer Lésung dieser Problematik
beitragen. Zusatzlich erdffnet sie die Mdglichkeit, Ubergangsdynamiken aus Pa-
nelstudien, welche ja Stichproben darstellen, mit Hilfe entsprechender Querschnitts-
daten an die Grundgesamtheit anzupassen und somit die Qualitdt von Ublichen

Schatzungen der Einkommensdynamik zu verbessern.

2.2 GRUNDLAGEN

Um den Einstieg in die Materie zu erleichtern werden hier einige zentrale Begriffe wie
Einkommens- respektive Randverteilung, Ubergangsmatrix, zweidimensionale Dich-
tematrix und Markovkette auf leicht verstandliche Weise eingefihrt. Wer mit diesen
Begriffen vertraut ist, kann diesen Abschnitt Gberspringen und direkt mit Abschnitt 2.3
beginnen. Die hier erlauterten Begriffe werden auch im nachsten Abschnitt beschrie-
ben, jedoch auf mathematischere Art und nicht in der hier ausgefuhrten Einfachheit
und Ausfihrlichkeit.

Es sei eine Gesellschaft zu zwei Zeitpunkten (t und t+1) betrachtet. Sind die individu-
ellen Einkommen zu beiden Zeitpunkten bekannt, dann kénnen daraus die Einkom-
mensverteilungen zu beiden Zeitpunkten hergeleitet werden. Der Einfachheit halber
wird hier von K diskreten Einkommensklassen und nicht von einem Einkommenskon-
tinuum ausgegangen. Die beobachteten Einkommensverteilungen werden deshalb

als (Kx1)-Vektoren dargestellt.

my 2 0, Mig1j 2 0 O I,j O {1 ,'",K} ;

K K
d>m, =1, me =1.

i=1 =
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Hierbei entspricht m;; der Wahrscheinlichkeit, dass ein individuelles Einkommen zum
Zeitpunkt t in Einkommensklasse i fallt."" Analog ist my,s; die Wahrscheinlichkeit fiir
ein individuelles Einkommen zum Zeitpunkt t+1, in Klasse j zu fallen. Aus Grinden
der Ubersichtlichkeit werden im folgenden die als beobachtet vorausgesetzten wah-
ren Einkommensverteilungen, welche die Grundgesamtheit aller Individuen der be-
trachteten Gesellschaft repréasentieren sollen, mit m; respektive m,1 bezeichnet. Mit
W respektive w1 werden Einkommensverteilungen bezeichnet, welche Stichproben

reprasentieren respektive willklrlich gewahlt sind.

Um die Dynamik des Einkommensverteilungsprozesses zu analysieren, sind neben
der Einkommensverteilung zu zwei Zeitpunkten auch Informationen Gber den dyna-
mischen Prozess notwendig, das heisst Informationen darlber, wieviele Individuen
sich wahrend des betrachteten Zeitraums (von t bis t+1) aus ihrer angestammten
Einkommensklasse zum Zeitpunkt t in ihre neue Einkommensklasse zum Zeitpunkt
t+1 bewegt haben. Wére neben den individuellen Einkommen zu beiden Zeitpunkten
auch die Zuordnung dieser Einkommen zu den Individuen der betrachteten Gesell-
schaft bekannt, dann liesse sich aus dieser zusétzlichen Information die Einkom-
mensdynamik herleiten. In der Literatur zu Einkommensverteilung und Mobilitat wird
meist mit den allseits bekannten Ubergangs- oder Transitionsmatrizen P zur Be-

schreibung der Einkommensdynamik gearbeitet.’> Diese quadratischen (KxK)-

" Sind die individuellen Einkommen zum Zeitpunkt t bekannt, dann entspricht m,; dem Quotienten
aus der Anzahl Einkommen in Einkommensklasse i und der Gesamtzahl individueller Einkommen.
Dieser Quotient wird auch als relative Haufigkeit bezeichnet. Mathematisch korrekt misste die rela-
tive Haufigkeit der Einkommen in Einkommensklasse i als Schéatzer fir die Wahrscheinlichkeit be-

zeichnet werden, dass ein individuelles Einkommen in Klasse i fallt.

Champernowne (1953) betrachtete als erster die Einkommensverteilung als das gleichgewichtige
Resultat eines Markov-Prozesses, spezifiziert durch eine Ubergangsmatrix. Er prasentierte Bedin-
gungen fir die Ubergangsmatrix, so dass die ergodische Verteilung Pareto's Gesetz genligte. Die-
ses besagt, dass der Logarithmus der Anzahl Personen, deren Einkommen grdsser oder gleich ei-
nem Einkommenswert y ist, eine lineare Funktion des Logarithmus ebendieses Einkommens ist.
Dahinter steckt die Beobachtung, dass nur sehr wenig Individuen ein hohes Einkommen erzielen,
wahrend die meisten niedrige Einkommen generieren. Es sei hier angemerkt, dass die Pareto-

Verteilung bei hohen Einkommen die Realitdt gut wiederspiegelt, bei tiefen Einkommen jedoch
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Matrizen enthalten die Wahrscheinlichkeiten p; fur jedes Individuum, dass es zum
Zeitpunkt t+1 in Einkommensklasse j sein wird, wenn es zum Zeitpunkt t aus Klasse i
starten konnte. Ubergangsmatrizen werden auch stochastische Matrizen genannt.

K
P= (pij)i,j:L.A.,K mit zpij =1, Oi= 1,...’K
=1

und p; O[0,1].

Da sich die Zeilen einer Ubergangsmatrix P immer zu 1 summieren bedeutet dies,
dass in den Zeilen von P Wahrscheinlichkeitsverteilungen stehen. Anders ausge-
drlckt stehen in den Zeilen i von P die bedingten Wahrscheinlichkeiten p; daftir, zum

Zeitpunkt t+1 in Klasse j zu enden, wenn zur Zeit t aus Klasse i gestartet wurde.

Im Gegensatz dazu werden in Anwendungen der Theorie grosser Abweichungen oft
die unbedingten Wahrscheinlichkeiten dj fur die Individuen bendtigt, sich im Zeitpunkt
t in Klasse i und im Zeitpunkt t+1 in Klasse j zu befinden. Matrizen, die diese unbe-
dingten Wahrscheinlichkeiten zusammenfassen, werden im folgenden zweidimensi-

onale Dichtematrizen D genannt.'

D =(d;)ij1..x mit id” =1 und d, 0[0,1].
i,j=1
Da sich die Elemente von D zu 1 summieren und sich auf zwei Argumente beziehen
(Einkommensklassenzugehdrigkeiten zu zwei Zeitpunkten), handelt es sich bei D um
eine zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilung respektive Dichte. In Abbildung
2-1 wird der Begriff der zweidimensionalen Dichtematrix anschaulich dargestellt. Der
Einfachheit halber wird in dieser Grafik von einer Gesellschaft ausgegangen, welche

in arm und reich, also bloss in zwei Einkommensklassen (K = 2) unterteilt wird.

nicht einmal approximativ zutrifft. Spater diskutierten Wagner (1978), Conlisk (1990) und Dardano-

ni (1995) alternative Hypothesen (iber die Form der Ubergangsmatrix.

Es sei hier angemerkt, dass dieser Begriff streng genommen nicht ganz korrekt ist, da sich eine
Dichte auf stetige und nicht diskrete Zustandsrdume bezieht. Dasselbe gilt eigentlich auch fir den

Begriff Einkommensverteilung.
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Randverteilung t+1

Abbildung 2-1: Beispiel einer zweidimensionalen Dichtematrix

Repréasentiert die zweidimensionale Dichte die wahre Einkommensdynamik respekti-
ve die Grundgesamtheit, dann resultiert durch Bildung der Zeilensummen von D die
Einkommensverteilung m; zum Ausgangszeitpunkt t. Analog liefern die Spaltensum-
men von D die Einkommensverteilung my.1 zum Endzeitpunkt t+1. Deshalb wird oft
auch von Randverteilungen anstelle von Einkommensverteilungen respektive Ein-

kommensquerschnitten die Rede sein. In Matrixschreibweise bedeutet dies:

DO=m

t )

D'=m

t+1

Dabei ist | der (Kx1)-Vektor aus lauter Einsen. Zudem sind die beiden Randvertei-

lungen durch die zugehérige Ubergangsmatrix wie folgt miteinander verkn{pft:

mi,, =m, [P .

Die Randverteilungen m; und m,1 stellen eigentlich bloss zwei Beobachtungen einer
unendlichen Abfolge von Einkommensverteilungen dar, welche von einer Gesell-
schaft im Zeitablauf durchlaufen werden. Bleibt der dynamische Prozess (die Uber-
gangsmatrix P) im Zeitablauf unverandert, resultiert dabei eine sogenannte Markov-
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kette wie in Abbildung 2-2 dargestellt:

om, O -m, O -m, - ... o m OFPH -m

— ...

t+1

.ﬁﬂDD%—»ﬂ—»...—»ﬂDD%—»ﬂ—»...

Abbildung 2-2: Markovkette einer primitiven Ubergangsmatrix P

Hierbei wird davon ausgegangen, dass die Ubergangsmatrix primitiv ist.'* Dies hat
zur Folge, dass die entsprechende Markovkette regular ist und dass der Einkom-
mensverteilungsprozess gegen ein eindeutiges Gleichgewicht, reprasentiert durch
die Gleichgewichtsverteilung 1, konvergiert.” Abbildung 2-2 verdeutlicht, dass bei
einem zeitlich invarianten Einkommensprozess zwar die zugrundeliegende Uber-
gangsmatrix invariant bleibt, die zweidimensionale Dichte sich hingegen dauernd
verandert. Erst wenn sich der Prozess in seinem Gleichgewicht befindet, ist auch die

zweidimensionale Dichte zeitlich invariant.

Bei der in den folgenden Abschnitten von Kapitel 2 vorgestellten Methode der Mini-
mierung der relativen Entropie bedarf es, mangels Kenntnis der wahren Dynamik,
einer Hypothese Uber die den beobachteten wahren Randverteilungen m; und my,4
zugrundeliegende Einkommensdynamik. Diese Hypothese kann in Form einer Uber-
gangsmatrix oder als zweidimensionale Dichte formuliert werden. Wegen der zeitli-
chen Invarianz der Markovkette erscheint es sinnvoller, diese Hypothese jeweils als
Ubergangsmatrix P zu formulieren. Um die Minimierungsmethode dann konkret an-
zuwenden, muss diese hypothetische Ubergangsmatrix noch in die korrespondieren-

de zweidimensionale Dichtematrix umgewandelt werden.
Zwischen Ubergangs- und Dichtematrix besteht der folgende Zusammenhang:

D = diag(p)-P .

Bei primitiven Ubergangsmatrizen P existiert eine natiirliche Zahl m so, dass alle Matrixelemente in

P™ fr alle natiirlichen Zahlen = m positiv sind.

In Abschnitt 3.3.1 wird ndher auf regulare Markovprozesse, primitive Matrizen und Gleichgewichts-
verteilungen eingegangen. Das Konvergenzverhalten einer primitiven Ubergangsmatrix wird im
Anhang in Abschnitt 9.2.4 dargestellt.
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Hierbei ist u eine arbitrare Anfangsverteilung und diag(u) entspricht der Diagonalmat-
rix mit g in der Hauptdiagonalen. Entsprechen sowohl die zweidimensionale Dichte
als auch die Ubergangsmatrix der wahren Einkommensdynamik der Grundgesamt-
heit aller Individuen, erfillt die Anfangsverteilung m; als einzige Verteilung den obi-
gen Zusammenhang zwischen D und P und es ist p = m, zu setzen. Wird die Uber-
gangsdynamik P hingegen nicht der Grundgesamtheit enthommen, dann ist streng
genommen W und damit in gewissem Sinne auch D arbitrar. Dennoch wird im folgen-
den auch in diesen Fallen fir p die die Grundgesamtheit reprasentierende wahre

Anfangsverteilung m; eingesetzt."®

2.3 EIN WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORETISCHES MODELL"

Im folgenden wird eine grosse Zahl von N unterscheidbaren Individuen betrachtet,
deren Einkommen sich unabhangig voneinander entwickeln, getrieben durch den
selben unbekannten, diskreten und zeitinvarianten Markovprozess. Dies bedeutet,
dass die den Markovprozess reprasentierende Ubergangsmatrix sich im Zeitablauf
nicht verandert. Ausgehend von irgend einer Anfangs-Einkommensverteilung zum
Zeitpunkt 0 mit Dichte mo generiert der Prozess eine zeitliche Sequenz von Einkom-
mensquerschnitten, welche durch ihre Dichten {m¢ mit t O {1, 2, ...} reprasentiert

werden (vergleiche Abbildung 2-2). Um die Prasentation zu vereinfachen und mit

'® Wird als Ausgangspunkt vorzunehmender Betrachtungen die zweidimensionalen Dichte D gewshlt,
dann entsprechen die Elemente von p den entsprechenden Zeilensummen von D was gleichbe-
deutend mit m; (D entstammt der Grundgesamtheit) respektive p; (D widerspiegelt eine Stichprobe)
ist. Da in der Dichtematrix D sowohl die Information Uber die Einkommensdynamik wie auch tber
die zugehdrigen Randverteilungen enthalten ist, ist damit auch die zugehdrige Transitionsmatrix P
eindeutig festgelegt.

Bildet hingegen die Ubergangsmatrix P den Ausgangspunkt und ist die zugehérige Anfangsvertei-
lung unbekannt, dann ist p und somit auch D arbitrér, da fiir unterschiedliche p Gber die Beziehung
D = diag(u)-P unterschiedliche D resultieren. Wird die als beobachtet vorausgesetzte effektive An-
fangsverteilung m; anstelle von p gesetzt, wird nattrlich damit ein Teil der Beobachtung schon in

die Hypothese integriert. In Abschnitt 2.4 wird diese Wahl fir p ausfihrlich begriindet.

""" Die wahrscheinlichkeitstheoretische Motivation geht auf Aebi (1996, 1997) zurick.
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Blick auf empirische Anwendungen werden diese Verteilungen definiert auf eine
bestimmte endliche Partition | = {li}i.1..x des O, es handelt sich somit um diskrete
Dichten m;. Der Einkommensprozess entspricht damit einer Markovkette mit An-
fangsverteilung my. Somit ist {m{} = {(my1,*,m¢k)’} nichts anderes als eine Sequenz
von Vektoren der Dimension K mit den Eigenschaften:

My = 0 0i0{1,K},

imt,izt t0{1,2,..}.

i=1
Des weiteren wird davon ausgegangen, dass diese Sequenz nur zu zwei Zeitpunkten
t und t+1 beobachtet wird. In den Beispielen der Kapitel 5 bis 7 werden diverse Mdg-
lichkeiten der Methode anhand von Untersuchungen zur Einkommensdynamik der
USA zu den Zeitpunkten t = 1979 und t+1 = 1989 demonstriert. Die Einkommen in
beiden Zeitpunkten sind folglich geméss den diskreten, auf | definierten Wahrschein-
lichkeitsdichten m; = (my¢+,"*,Mix)” und M1 = (Me1.1,7,Mi1 k) verteilt. Dabei bedeutet
mi,; die Wahrscheinlichkeit, dass ein individuelles Einkommen in Periode t in die i-te
Einkommensklasse fallt. Zusatzlich wird angenommen, dass keine Information be-

zliglich der wahren Ubergangswahrscheinlichkeiten des Markovprozesses vorliegt.

Bestlinde hingegen die Mdglichkeit, das Einkommen jedes Individuums im Zeitablauf
zu verfolgen, dann liesse sich abzéhlen, wie viele Personen sich in Periode t in der
Einkommensklasse i und im Zeitabschnitt t+1 in der Einkommensklasse j befinden.
Diese Zahlen werden mit y; bezeichnet und in einer (KxK)-Kontingenztafel I' geord-

net:

K
M= (yi,-)i,,-=1 ,,,,, K mit ZVH =N und Yi D[O,N] .
i,j=1
Diese Matrix wird als Einkommensgeschichte bezeichnet. I 1&sst sich auch durch die
korrespondierende zweidimensionale gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung
(zweidimensionale Dichtematrix) D beschreiben:

r
D= (dij)i,j:1,<-»,K = N .



2 Optimal angepasste Einkommensdynamiken 19

Die wahre Einkommensgeschichtematrix I'wanr respektive die zugehdrige zweidimen-
sionale Dichte Dyanr sind in der Regel nicht beobachtbar. Davon ist lediglich bekannt,
dass sie mit den beobachteten wahren Einkommensverteilungen m; und my,; kompa-
tibel sein miissen. Im folgenden wird davon ausgegangen, dass beim Ubergang von t
nach t+1 niemand verloren geht oder hinzu kommt.'® Deshalb muss jede Person, die
aus einer Einkommensklasse i startet, in einer Einkommensklasse j enden. Auch
muss jedes Individuum, das in einer Klasse j endet, aus einer Einkommensklasse i
gestartet sein. Somit missen die Einkommensgeschichtematrix respektive die zuge-
horige zweidimensionale Dichtematrix die folgenden Restriktionen erflllen:

K K
(2-1) zyij =N0mn,; Oid{1,-,K}; zyij =N0n,,,; ajof{t,-K};
=1 =
K K
> d; =m, Oigo{1,Kh;  Ddy=m., Ojo{1,-K}.

=t =1

Diese Restriktionen kdnnen in Matrixnotation, mit Hilfe des aus lauter Einsen beste-

henden (Kx1)-Vektors 1, kompakter geschrieben werden als:

(2-1) 0 =Nn, M@ =Nn

t+1

DO =m, D'=m

t+1 "

Da % mij =1 und Z; my1j = 1 sind, implizieren die obigen Bedingungen 2:K — 2 unab-
hangige Restriktionen flr I respektive D, welche Kontinuititsrestriktionen oder An-

fangs- und Endrestriktionen genannt werden.

Im Allgemeinen werden diese Restriktionen von unendlich vielen Einkommensge-
schichten respektive zweidimensionalen Dichten erfillt. So begriinden alle mit den

' Auch wenn diese Annahme auf den ersten Blick unrealistisch erscheint I4sst sie sich etwas plau-
sibler darstellen indem man, wie Champernowne (1953), N als die Anzahl der Einkommen anstelle
der Individuen interpretiert. Dies bedeutet mit den Worten Champernowne’s, dass "the incomes live
on individually, although their recipients are transitory". Alternativ kénnte eine "Einkommensklasse"
0 eingefuhrt werden. Zum Zeitpunkt t befinden sich darin diejenigen Individuen, welche im Zeit-
punkt t+1 erhoben wurden, jedoch im Zeitpunkt t nicht erscheinen (Neuzugénge, "Geburten"). Im
Zeitpunkt t+1 sind darin jene Individuen enthalten, welche zum Zeitpunkt t, nicht jedoch zum Zeit-

punkt t+1 erhoben wurden (Abgange, "Sterbefalle").
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beobachteten Einkommensverteilungen m; und m,1 kompatiblen zweidimensionalen
Dichtematrizen einen konvexen Unterraum D des Raumes aller zweidimensionalen
(KxK)-Dichten D (vergleiche hierzu auch Abbildung 2-3).'° Somit lassen sich die

Kontinuitatsrestriktionen auch mengentheoretisch ausdricken:
(2-1)" DOD .

Die unbekannte wahre zweidimensionale Dichte, die es zu schéatzen qilt, ist ein Ele-
ment der Menge D. Da der wahre Einkommensprozess unbekannt ist, bedarf es
einer Hypothese respektive eines Modells der Einkommensdynamik fir die Periode
von t bis t+1. Diese wird als zweidimensionale Dichtematrix Dmod = (Amod, ij)ij=1,--K
formuliert. Diese Hypothese, welche empirischen Betrachtungen (vergleiche Kapi-
tel 5 und 7) oder theoretischen Uberlegungen (vergleiche Kapitel 6) entstammt, kann
entweder direkt oder besser (ber die Zwischenstufe einer Ubergangsmatrix
Pmod = (Pmog, ij)ij=1,k aufgestellt werden. Dies deshalb, weil die Ubergangsmatrix, im
Gegensatz zur Dichtematrix, unter den getroffenen Annahmen zeitlich konstant bleibt
und auch weil Ubergangsmatrizen in der Okonomie weitaus geldufiger sind. Wie
erwahnt kann einer zweidimensionalen Dichte D eindeutig eine Transitionsmatrix P
zugeordnet werden. Umgekehrt existieren zu einer gegebenen Ubergangsmatrix P
beliebig viele kompatible Dichtematrizen D. Fir jede willkirlich gewéhlte anfangliche
Einkommensverteilung i = (M1, k) entspricht pii'Pmod, ij = dmod, ij der unbedingten
Wahrscheinlichkeit, dass ein Individuum in Periode t in der Einkommensklasse i und
in Periode t+1 in Klasse j ist. Bei gegebener hypothetischer Ubergangsmatrix Pmeg ist
das Problem der nicht eindeutig bestimmten Hypothese Dmog SOmMit identisch mit der
Unbestimmtheit von W, der Anfangsverteilung der Modelldynamik. Die Lésung dieser

Unbestimmtheitsproblematik wird in Abschnitt 2.4 erdrtert.?° Die hypothetische zwei-

' Ein Beweis der Konvexitat des Raums D findet sich in Abschnitt 9.1.2.

% Die Lésung besteht kurz gesagt darin, die Anfangsverteilung der Hypothese p; mit der beobachte-
ten wahren Anfangsverteilung m; gleichzusetzen. Diese Vermengung von Hypothese und Anfangs-
beobachtung lasst sich auch dadurch rechtfertigen, dass die Lésung des nachfolgend dargestellten

Optimierungsproblems die Kontinuitatsrestriktionen (2-1) sowieso erflillen muss.
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dimensionale Dichte entspricht dann der Matrix

Dimod = (Amod, ij)ij=1,...k = (Mti*"Pmod, i)ij=1,...k = diag(i)*Pmod -

Hierbei entspricht diag(;) der Diagonalmatrix mit ; in der Hauptdiagonalen. Es sei
hier darauf hingewiesen, dass die Hypothese D04 im allgemeinen die Kontinuitatsre-
striktionen (2-1) nicht erflllen wird. Beim spater erlauterten statistischen Testen ent-
spricht diese zweidimensionale Dichte der zu testenden Nullhypothese (vergleiche
Abschnitt 2.5).

Die Kontinuitatsrestriktionen (2-1) sind jedoch nicht ausreichend, um die Einkom-
mensgeschichte I' respektive die zugehdérige zweidimensionale Dichte eindeutig zu
bestimmen. Das Problem, welches sich hier stellt, kann folgendermassen beschrie-
ben werden:

Unter allen Mdglichkeiten ist diejenige Einkommensgeschichte I respekti-
ve die zugehorige zweidimensionale Dichtematrix Doyt zu finden, welche die
Nebenbedingungen der Kontinuitatsrestriktionen (2-1) erfdllt und unter der

Hypothese Dnoq mit maximaler Wahrscheinlichkeit realisiert wird.

Dieses Problem wird in zwei Schritten gelést. Zunachst wird die Wahrscheinlichkeit
berechnet, dass eine bestimmte Einkommensgeschichte I' unter der Hypothese Dmog
Uberhaupt realisiert wird. Danach wird das zugrundeliegende Optimierungsproblem
geldst. Die Analyse ist jedoch nicht unkompliziert, da die Hypothese im allgemeinen
die Kontinuitatsrestriktionen nicht erfillt. Das Gesetz der grossen Zahlen impliziert
jedoch, dass die Realisationswahrscheinlichkeit jeder unter den beobachteten Ein-
kommensverteilungen moglichen Einkommensgeschichtematrix aus der Perspektive
der Hypothese Doy gegen null strebt, wenn N gegen unendlich tendiert. Bei der
Lésung dieses Unbestimmtheitsproblems wird auf ein Prinzip der grossen Abwei-

t.21

chungen abgestitzt.“" Konkret bedeutet dies, dass diejenige Einkommensgeschichte

# Das Anwendungsgebiet der Theorie grosser Abweichungen ldsst sich am besten anhand eines

Gedankenexperiments mit Minzwirfen umreissen. Bei einer fairen Miinze (gleiche Wahrschein-
lichkeit fur die Ereignisse Kopf und Zahl) nimmt die Wahrscheinlichkeit fiir ein seltenes Ereignis,
z.B. mehr als 70% geworfene Kdpfe, mit steigender Anzahl Minzwiirfe rasch ab. Die Theorie gros-

ser Abweichungen beschéftigt sich nun mit der Geschwindigkeit, mit der die Wahrscheinlichkeit



22 2 Optimal angepasste Einkommensdynamiken

I gesucht wird, deren Realisierungswahrscheinlichkeit bei steigendem N mit der

langsamsten Rate gegen null tendiert.

2.3.1 Wahrscheinlichkeiten von Einkommensgeschichtematrizen

Es wird die Annahme getroffen, dass die zeitliche Entwicklung individueller Einkom-
men unabhangig voneinander geschieht. Es soll nun die Wahrscheinlichkeit berech-
net werden, dass eine gegebene Einkommensgeschichte ' von N Individuen unter
der Hypothese Dnoq realisiert wird. Diese gegebene Geschichte I' kann auf verschie-
dene Arten aus N individuellen Einkommenspfaden realisiert werden. In einem ersten
Schritt soll zunachst die Anzahl unterscheidbarer Realisationsmdglichkeiten von I
berechnet werden. Diese korrespondiert zur Zahl der Méglichkeiten, N unterscheid-
bare Individuen in Subgruppen von y; Personen zu arrangieren. Diese Zahl kann

durch elementare Kombinatorik wie folgt bestimmt werden:

-1K- K-1

(2-2) n(r):(NjEEN_ijEﬁN_yﬁ_y12j"' N_;VH N_i=1jZ=:Vij_J=1VKj _ NI

Yii Yio Yis i | .
y y Vi’
21 KK II]_:! j

Da die Individuen unterscheidbar sind, Iasst sich die Geschichte I durch die N Indivi-
duen auf n(I") Arten erzielen. Im nachsten Schritt soll die Realisierungswahrschein-
lichkeit einer dieser n(I') Mdglichkeiten unter der Hypothese Dmog eruiert werden.

Unter der Modelldynamik Dmoq berechnet sich diese Wahrscheinlichkeit der Realisa-

seltener Ereignisse bei steigender Anzahl Beobachtungen (Minzwiirfe) gegen 0 strebt. Mit ande-
ren Worten wird das Verhalten in den Enden von Verteilungen untersucht. Die Theorie grosser
Abweichungen kann also auch als Theorie der seltenen Ereignisse oder als Theorie des Studiums
der Enden von Verteilungen bezeichnet werden. Die Realisationswahrscheinlichkeit solcher selte-
nen Ereignisse strebt exponentiell gegen 0 und diese exponentielle Konvergenzgeschwindigkeit ist
in der Theorie grosser Abweichungen von zentralem Interesse. Vergleiche hierzu die Webseiten
http://www.stp.dias.ie/APG/coin_tossing.html respektive .../rate_function.html des Dublin Institute
for Advanced Studies (den Netscape-Browser benutzen). In Abschnitt 9.1.4 im Anhang ist je ein

Beispiel aus beiden Webseiten dargestellt.
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tion einer spezifischen '-Matrix aus den n(I") Mdglichkeiten, wie bei Multinomialver-

teilungen Gblich, geméss:

K K

2:3)  Pr(T) =[] (b Pros)" =[] )"

Da es makro6konomisch nicht von Interesse ist, welches Individuum sich im Ein-
kommensprozess wo befindet, ist nicht die Realisationswahrscheinlichkeit einer spe-
zifischen I'-Matrix von Interesse sondern die Wahrscheinlichkeit daflr, dass Uber-
haupt eine "-Matrix realisiert wird. Aus der Perspektive der Hypothese ergibt sich die
Realisationswahrscheinlichkeit Prn(I"|Dmod) der Einkommensgeschichte I somit durch
Multiplikation der Gleichungen (2-2) und (2-3) zu:

N! K . K (d d i')yii
. P D =P = d )" :N![FIL'
(2-4) (T [Dnog) = Pr(M) (M) = DI:!( o) S A

vt

Lj=

2.3.2 Minimierungsproblem und optimal adjustierte Dynamik

Es existieren viele Einkommensgeschichten, welche mit den Kontinuitatsrestriktionen
(2-1) kompatibel sind. Um aus diesen die aus Sicht der Hypothese beste Einkom-
mensgeschichte I' respektive die korrespondierende zweidimensionale Dichte D
eindeutig zu bestimmen, wird die Fundamentalhypothese der statistischen Mechanik
auf die Evolution der Einkommen angewandt. Diese allgemeine Erfahrung aus der
Teilchenphysik besagt:

Eine Beobachtung auf makroskopischer Ebene (z.B. von Randverteilungen)
wird im Grenzlibergang von unendlich vielen Individuen durch jenes mikro-
skopische System (z.B. N-Stichproben mit N — ) realisiert, welches unter

der gegebenen Beobachtung "maximale Wahrscheinlichkeit" besitzt.??

2 Vergleiche Schrédinger 1931 und Lanford 1973.
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Dieses Prinzip bedeutet, dass diejenige Einkommensgeschichte bestimmt werden
soll, welche die Kontinuitatsrestriktionen erfillt und aus der Perspektive des Modells

(ber die grésste Realisierungswahrscheinlichkeit verfigt.?®

Wie schon erwahnt impliziert das Gesetz der grossen Zahlen, dass die Realisations-
wahrscheinlichkeit jeder die Kontinuitatsrestriktionen erflllenden Einkommensge-
schichtematrix aus dem Blickwinkel der Hypothese gegen 0 tendiert, wenn N gegen
unendlich strebt:

PrN(rleod) — 0, fUI’ N — 00,

Dies deshalb, weil I" respektive die zugehdrige zweidimensionale Dichte D die Konti-
nuitatsrestriktionen erfillt, die Hypothese Dnog hingegen nicht. Nichtsdestotrotz exis-
tiert eine eindeutige Losung fir das Optimierungsproblem, wenn "maximale Wahr-
scheinlichkeit" als "verschwinden der Realisationswahrscheinlichkeit mit der lang-
samsten Rate" interpretiert wird. Es handelt sich hier um ein sogenanntes Argument
der grossen Abweichungen. Die Rate, mit welcher die Wahrscheinlichkeit (2-4) ge-
gen null strebt, ist durch den Grenzwert von (1/N)-log[Prn(I"|Dmeg)] gegeben.?* Dieser
Grenzwert kann unter Anwendung von Stirling's Formel flir Fakultdten grosser Zah-

len®® wie folgt berechnet werden:
@5) [m OoglPry (T D] =-HOID,)  mit D=

Die Funktion H(D|Dmoq) ist bekannt als relative Entropie oder Kullback-Leibler Diver-
genz der zweidimensionalen Dichte D in Bezug auf die Hypothese Dmog und wird

folgendermassen definiert:

2 Kapitel | in Ellis (1985) liefert eine Einfiihrung in die Konzepte, welche im folgenden verwendet

werden.

2 Mit log ist in dieser Arbeit immer der natirliche Logarithmus gemeint.

% stirling’s Formel lautet: n!=[ﬂ] J2[Otth {1 +¢,) mit €, -~ 0 wenn n - «. Die Herleitung des
e

Grenzwerts (2-5) findet sich in Abschnitt 9.1.2. Aebi (1996) fiihrte den wahrscheinlichkeitstheoreti-

schen Ansatz in die mathematische Literatur ein.
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(2-6) H(D|Dmod>=idutnog( d”] mit oubg[%j:o

i,j=1 dmod,ij

d.
und d, [[bg(ﬁj =400 2

Die Funktion H(D|Dmog) Wird auch Ratenfunktion genannt, da Pry(I|Dmog) flr grosse
N exponentiell mit der durch (2-6) gegebenen Rate gegen 0 konvergiert.

(27)  Pry(T|D,,) = 0P

Die relative Entropie besitzt die folgenden Eigenschaften:

e H(D|Dmog) = 0 ; nichtnegative Funktion von D.

e H(D|Dmog) = 0 dann und nur dann, wenn D = Dpoq -

* H(D|Dmog) ist eine strikt konvexe Funktion von D.

« H(D|Dmog) besitzt ein globales Minimum in D.

e H(D|Dmod) # H(Dmod|D) ; keine Symmetrie in den Argumenten.

Da die relative Entropie nicht symmetrisch in ihren Argumenten ist und auch die
Dreiecksungleichung verletzt, definiert sie nicht eine eigentliche Metrik im Raum der
Wahrscheinlichkeitsverteilungen.?” Trotzdem kann der relativen Entropie eine geo-
metrische Interpretation analog der gebrauchlichen euklidischen Distanz gegeben

werden. Die Minimierung der relativen Entropie, in Bezug auf eine gegebene zweidi-

% Um die relative Entropie zwischen beliebigen Matrizen und einer Hypothese zu berechnen emp-
fiehlt es sich somit, in der hypothetischen Matrix keine Nullelemente zu haben. Befinden sich Null-
elemente in der Hypothese, dann muss die optimal angepasste Matrix zwangslaufig an den selben
Stellen Nullelemente aufweisen. Ansonsten wiirde ja die relative Entropie, die durch das Verfahren
minimiert wird, unendlich. Um Nullelemente auszuschliessen wurden die empirischen Hypothesen
in den Kapiteln 5 und 7 mittels zweidimensionaler Kerndichteschatzung ermittelt.

" Weitere Eigenschaften der relativen Entropie und eine tiefere Diskussion ihrer Interpretation finden

sich unter anderem in Kullback (1959) und Ellis (1985). Eine Metrik oder Distanzfunktion M(-,-) ist
definitionsgemass nichtnegativ, symmetrisch, erfillt die Dreiecksungleichung und hat die Eigen-

schaft, dass M(x,y) = 0 dann und nur dann, wenn x =y.
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mensionale Wahrscheinlichkeitsverteilung Dmog, Uber einen konvexen Unterraum D
von zweidimensionalen Dichten, kann als Projektion mit &hnlichen Eigenschaften wie
Projektionen in euklidischen Raumen angesehen werden (Csiszar 1975). Die relative
Entropie verkdrpert dabei eine Art "gerichtetes Distanzmass" zwischen zwei Dichten.
Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 2-3 dargestellt.

Hypothese

~

|
1
H(Dopt| Dmod) i
|
|
1

unbekannte "Wabhrheit*

D - konvexe Menge aller zweidimensionalen (KxK)-Dichtematrizen D,
welche die Randdichten m, und m,, , besitzen

Abbildung 2-3: Die "Geometrie" der Csiszar Projektion

Obschon die relative Entropie keine Metrik definiert, enthalt sie eine gewisse "Geo-
metrie", die Analogien zur euklidischen Geometrie besitzt. So erfillt sie das folgende
Analogon zum Theorem von Pythagoras (vergleiche Abbildung 2-3):

(2'8) H(Dwahr|Dmod) = H(Dopt|Dmod) + H(Dwahr|Dopt) .

Mit Dyanr Wird dabei die wahre, jedoch unbeobachtbare Einkommensdynamik in Form
einer zweidimensionalen Dichte bezeichnet. Dyanr kann durch jedes andere Element
von D ersetzt werden, Gleichung (2-8) ist immer erfiillt.?® Aus Abbildung 2-3 ist zu-
dem ersichtlich, dass die adjustierte Dynamik Dot immer mindestens gleich nah an
der unbekannten wahren Matrix Dyanr liegt, wie die Modelldynamik Dmoq.

Die relative Entropie kann als Mass fur die Wahrscheinlichkeit interpretiert werden,
vom Standpunkt der Hypothese eine Einkommensgeschichtematrix zu beobachten,

welche mit den gegebenen Einkommensverteilungen kompatibel ist. Dem Prinzip der

% Vergleiche Csiszar (1975) fir eine detailliertere Betrachtung.
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statistischen Mechanik folgend sollte, unter den Nebenbedingungen der Kontinuitats-
restriktionen, die "wahrscheinlichste" Einkommensgeschichte gewahlt werden. Folg-
lich wird das folgende "unterbestimmte, reine Inversenproblem"® betrachtet (Golan,
Judge und Miller 1996):

Minimiere H(D|Dmog) Uber alle zweidimensionalen Dichten D unter den Ne-
benbedingungen der Kontinuitatsrestriktionen (2-1).

Natirlich enthalt die Menge D aller zweidimensionalen Dichten, welche die Restrik-
tionen (2-1) erflllen, unendlich viele Elemente. Wird allerdings bertcksichtigt, dass
D eine konvexe Menge ist, dann kann die unter den Nebenbedingungen (2-1) wahr-

scheinlichste zweidimensionale Dichtematrix Dopt = (dopt, ij)ij=1,..k €indeutig bestimmt

werden als Csiszar-Projektion von Dmog auf D (Csiszar 1975). Diese Projektion wird

durch Minimierung der relativen Entropie Uber alle Elemente von D hinsichtlich Dpoq
berechnet. Folglich gilt:

K d
(2-9) D, =argminH(D|D,,,,) =argmin_d, dog| —— | .

DOD DOD  jj=1 dmod,ij

Falls das Minimierungsproblem (2-9) Iésbar ist, ist die Lésung eindeutig, da die rela-
tive Entropie H(-|Dmog) €ine nichtnegative und strikt konvexe Funktion ist.

# |n der englischsprachigen Literatur ist das Problem unter der Bezeichnung "ill posed pure inverse
problem” bekannt (Golan, Judge und Miller 1996). Zur Verdeutlichung sei das folgende lineare
Gleichungssystem gegeben:

O y=XB.

Um die unbekannte, nicht messbare Grdsse B mittels des bekannten linearen Operators X sowie
der messbaren Grdsse y zu bestimmen, misste die Inverse von X bestimmt werden (= Inver-
senproblem). Da in () kein zufélliger Stdrterm enthalten ist wird () zum reinen Inversenproblem.
Falls die Inverse von X sich nicht bilden lasst, da das Problem unterbestimmt ist (mehr Unbekannte
in B als Restriktionen in X), wird (O zum unterbestimmten, reinen Inversenproblem. (0 I&sst sich im
hier besprochenen Fall aus den Kontinuitétsrestriktionen (2-1) bilden. Dabei sind firr y die beobach-
teten Randverteilungen m; und m,; sowie fiir B die unbekannte, zu bestimmende zweidimensionale

Dichtematrix D (in Vektorform) zu setzen.
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In den Worten der statistischen Literatur muss die minimale Diskriminanzinformation
unter der Hypothese Dmoq gefunden werden (Kullback 1959, S. 37). Die Lésung wird
"minimale Anpassung der Diskriminanzinformation" von Dmoq genannt (Haberman
1984). Konkret fihrt der Lésungsansatz des Minimierungsproblems (2-9) Uber die

folgende Lagrange-Funktion L:*

(2-10) L= ijﬁd” [[bg(d:oi; ” ] - gxm [Ejid” —muj _,-2)\““ EEiZK;‘d” —mtm} :

Dabei sind Ai;j und Aw.1; die 2:K Lagrangemultiplikatoren die mit der Nebenbedingung
(2-1) assoziiert sind. Eine Lésung dieses Optimierungsproblems existiert dann und
nur dann, wenn zumindest eine Einkommensgeschichte die Kontinuitatsrestriktionen
(2-1) erfullt. Diese Matrix muss zusatzlich mindestens dieselben Kastchen mit Nullen
besetzt haben, wie die Hypothese Dmoq (Csiszar 1975, Korollar 3.3), das heisst, die
Lésung muss zur Hypothese absolut stetig sein.®' Damit das Optimierungsproblem
geldst werden kann, muss D also zumindest ein zur Hypothese absolut stetiges
Element enthalten. Die strikte Konvexitat der relativen Entropie impliziert dann die
Eindeutigkeit dieser Lésung. Das mit Dopt bezeichnete Optimum wird durch Differen-
zierung von (2-10) hinsichtlich dj und durch Gleichsetzen der resultierenden Ablei-

tungen mit Null erhalten (Bedingungen erster Ordnung):

(2-1 1) dopt,ij = (pt,i |]jmod,ij Ijpt+1,j D Is] D {1 5"-5K} ’ mlt (pt,i = e)‘t,i

Aorj=1
und @, =€ .

% Die Losung des Lagrange-Ansatzes wird im Anhang in Abschnitt 9.1.2.4 durchexerziert.

8 Aus (2-6) geht hervor, dass die relative Entropie aller Matrizen D, fir die dies nicht gilt, den Wert

+o0 annimmt. Damit dies nicht eintrifft, muss Doy an denselben Stellen Nullelemente aufweisen wie
die Hypothese D,,.,q- Um eine mdglichst glnstige und realistische Anpassung an die Beobachtun-
gen zu erhalten ist es somit von Vorteil, die Hypothese so zu generieren, dass sie keine Nullen
enthalt. Dies erweist sich auch im Hinblick auf die als IPFP (vergleiche Deming und Stephan
(1940)) bekannte Lésungsprozedur als niitzlich, welche sich dann einfacher implementieren Iasst
und zudem immer zu einer Lésung fOhrt (Sinkhorn, 1967). Diese iterativ proportionale Anpas-

sungsprozedur wird weiter unten noch genauer erlautert (Abschnitt 2.3.3).
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Mit @ = (@,1,",@ k)" und @1 = (@+1,1,7", @41 k)" 1&sst sich Gleichung (2-11) in Matrixno-

tation kompakter darstellen:

(2-11)" Dopt = diag(@):Dmoq-diag(@1) -

Bei gegebenen beobachteten Randverteilungen m; und m,; sowie aus der Sicht der
gewahlten Hypothese Dmoq entspricht Doyt der mit der grossten Wahrscheinlichkeit
realisierten zweidimensionalen Dichtematrix. Dot Charakterisiert somit die aus Sicht
der Hypothese wahrscheinlichste Schatzung der unbekannten wahren Einkommens-

dynamik.

In der Theorie der Quantenmechanik werden die ¢'s als Schrédingermultiplikatoren
bezeichnet. Sie zeigen an wie Dnog, die Hypothese Uber die Einkommensdynamik,
auf die wahrscheinlichste Weise anpasst werden muss, damit die Kontinuitatsrestrik-
tionen (2-1) erflllt werden. Die Schrédingermultiplikatoren passen die Wahrschein-
lichkeiten dmoq,ij der Hypothese nach unten an, wenn @;-@.1; < 1 ist und nach oben,
wenn @;@.1;>1 ist. Die Matrix @-@.1" enthdllt somit die Anpassungsmuster und
zeigt auf, wie stark das Modell in den entsprechenden Zellen fehlspezifiziert ist. Zu-
dem beinhalten die Schrédingermultiplikatoren eine Art zeitliche "Separabilitatsei-
genschaft" weil die @; nur mit der Anfangsverteilung m; und die @.1; nur mit der End-
verteilung my,¢ verknUpft sind (vgl. die Gleichungen (2-10) und (2-11)). Die relative
Grosse von @ und @, zeigt auf, ob die Fehlspezifikation eher durch die Anfangs-

oder die Endrestriktion verursacht wird.

Die Schrédingermultiplikatoren werden durch Differenzieren von L (Gleichung (2-10))
nach den Lagrange-Multiplikatoren A:; respektive Ai.1; und anschliessendem Nullset-
zen der daraus folgenden Ableitungen gewonnen. Das resultierende Gleichungssys-
tem wird Schrédinger-System genannt:

K K
(2-12) m; =@, L_I'th,izpmod,ij [P =@, Edmod,ij oWy Oi=1---K
= =

K K
mt+1,j = (Z (pt,i |——u‘lt,i mmod,i]} Bpt+1,j = (Z (pt,i Bjmod,ijJ Ept+1,j O J = 15' : 'aK .
i=1 i=1
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Dieses Gleichungssystem zeigt auf, dass die Schrédingermultiplikatoren nur bis auf

eine multiplikative Konstante bestimmt sind. Im folgenden werden die ¢'s so festge-

legt, dass @1 = @1.1.

In der Okonomie ist es gelaufiger und praktischer, mit Ubergangsmatrizen anstelle
von zweidimensionalen Dichten zu arbeiten. Die Anpassungsgleichung (2-11) lasst
sich im Sinne der aus der Sicht der Hypothese wahrscheinlichsten Ubergangsmatrix
Popt = (Popt, ij)ij=1,-k umformulieren. Bei gegebener Anfangsverteilung m; sind die
Elemente der zweidimensionalen Dichte und der zugehdrigen Ubergangsmatrix iber
die Relation dopt, j = Mti*Popt, j VErbunden. Die Elemente von Pq lassen sich deshalb
wie folgt aus der Hypothese Pnqq ableiten:

(2_13) popt,ij — dopt,ij - q:t,i [dmod,ij [¢t+1,j - q:t,i [ut,i [pmod,ij [¢t+1,j - pmod,ij [¢t+1,j

K K K )
m..
t,i
@y D Aoy By @ By D Prooai Bt D Prmog, i ooy
= = =

In Matrixnotation wird Gleichung (2-13) kompakter zu:

. ~ -1 .
(2-1 3)' I:)opt = (dlag((ptﬂ )) |:Ebmod |]jlag((ptﬂ) ’

I

K K
mit @, = (zpmodjj mptﬂ,j"”’zpmod,Kj Bpm,jj .
= =

Dabei erfiillt Poy die Definition einer Ubergangsmatrix, das heisst poptj=0 und
X Popy,j =1 fr alle i. Zudem wird Pog aus Pmog lediglich unter Einsatz der Schrodin-
germultiplikatoren @.1,;, welche nur mit den Endrestriktionen verknipft sind, abgelei-
tet. Die Anpassungsfaktoren entsprechen nun ((Nptjti [&,,,;),;- Wie bei der zweidimen-

sionalen Dichte wird auch die optimal angepasste Ubergangsmatrix Py durch Multi-
plikation jedes pmog, j Mit dem entsprechenden Anpassungsfaktor erhalten.



2 Optimal angepasste Einkommensdynamiken 31

2.3.3 lterativ proportionale Anpassungsprozedur (IPFP)

Die optimal angepasste Dynamik Doyt liesse sich direkt als Lésung des Minimie-
rungsproblems (2-9) unter den Nebenbedingungen (2-1) mittels numerischer Opti-
mierungstechniken berechnen. Einfacher zu implementieren ist jedoch die in der
Literatur als iterativ proportionale Anpassungsprozedur (iterative proportional fitting
procedure, IPFP) bekannte Methode. Hierbei wird die Berechnung von Doy als
Schatzung der Zellwahrscheinlichkeiten einer (KxK)-Kontingenztabelle interpretiert,
von der die Randverteilungen m; und m,1 bekannt und gegeben sind. Diese Proble-
matik wurde zuerst von Deming und Stephan (1940) behandelt. Sie schlugen zur
Lésung des Optimierungsproblems die IPFP-Prozedur vor. Es handelt sich dabei um

ein iteratives Vorgehen:

1. Zunachst wird der Vektor 6; aus der elementweise durch L, den Vektor der Zei-

lensummen von Dpoq, dividierten beobachteten Anfangsverteilung m; gebildet.

2. Nun wird die erste Schatzung von Doy geméass Dy = diag(6:):Dmog berechnet. Das

Resultat D4 besitzt somit mit m; identische Zeilensummen.

3. Von Dy werden nun die Spaltensummen p,1 und der Vektor 6, der elementwei-

se durch .1 dividierten Endverteilung my,¢ gebildet.

4. Die zweite Schétzung von Doy wird gemass D, = Dy-diag(6:.1) bestimmt. D, be-

sitzt somit mit my,1 Ubereinstimmende Spaltensummen.

5. Analog zu Schritt 1 werden wiederum p; und 6, gebildet, wobei ; jetzt dem Vek-
tor der Zeilensummen von D entspricht. Konkret werden die Schritte 1 bis 4 mit
der jeweils auf der vorangehenden Stufe berechneten zweidimensionalen Dichte

so oft wiederholt, bis Konvergenz eintritt.

Sinkhorn (1967, 1964) hat bewiesen, dass dieser Prozess des alternierenden An-
passens von Zeilen- und Spaltensummen einer positiven Matrix X an vorgegebene
Zeilen- respektive Spaltentotale gegen eine positive Matrix X”= A¢-X-A; konvergiert,
wobei Ay und A, Diagonalmatrizen sind. Er hat zudem bewiesen, dass diese Konver-
genz eindeutig ist sowie dass die beiden Diagonalmatrizen, bis auf eine multiplikative

Konstante, eindeutig bestimmt sind.
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In die hier verwendete Sprache Ubertragen konvergiert die auf Dnog angewandte
IPFP-Prozedur gegen die Matrix diag(q@):Dmog-diag(@.1), welche gemass (2-11)" mit
der gesuchten Lésung Doy des Minimierungsproblems (2-9) identisch ist.** Die Kon-
vergenz des IPFP-Prozederes ist also flr positive zweidimensionale Dichten Dpog
sichergestellt. Dies impliziert, dass in Dnog = diag(pi):-Pmoea SOWOI die hypothetische
Ubergangsmatrix Pmog als auch die fiir die Hypothese gewahlte Anfangsverteilung p
positiv sein missen, damit Konvergenz der IPFP-Methode garantiert werden kann.
Dabei ist py; >> 0 flr die Konvergenz zwingend. Ist zum Beispiel das i'te Element von
H: ein Nullelement, dann enthalt die i'te Zeile der hypothetischen zweidimensionalen
Dichte Dmog = diag()'Pmoa lauter Nullen. Da es deshalb in Schritt 1 der IPFP-
Prozedur zu einer Division durch 0 kommt, bricht diese dort ab. Fir die hypothetische
Ubergangsmatrix Pmog ist Positivitit fiir die Konvergenz nicht zwingend. Fiir breiter
gefasste Klassen wie zum Beispiel den primitiven oder den irreduziblen Ubergangs-
matrizen lassen sich jedoch immer Beispiele finden, fir welche die Methode nicht
konvergiert.®® Bei der fiir empirische Untersuchungen sinnvollen Einschrankung auf
die Klasse der primitiven Ubergangsmatrizen sind diese Beispiele jedoch so gesucht
und praxisfremd, dass im allgemeinen davon ausgegangen werden kann, dass die

IPFP-Prozedur bei praktischen Anwendungen konvergiert.

Es kann gezeigt werden, dass die IPFP-Prozedur geometrisch konvergiert, dass sie
die besten asymptotisch normalverteilten (BAN) Schatzer liefert, dass diese aquiva-
lent zu Maximum-Likelihood-Schéatzern sind und dass diese Schéatzer die relative
Entropie (2-6) minimieren (Smith 1947, Ireland und Kullback 1968).

% Verglichen mit Sinkhorn (1967, 1964) gelten die Analogien A; = diag(@) und A, = diag(@.+).

% Bei irreduziblen Ubergangsmatrizen kann jeder Zustand von allen Einkommensklassen aus er-
reicht werden. Bei der Teilmenge der primitiven Transitionsmatrizen P existiert eine natlrliche Zahl
m so, dass P™ positiv wird. Dies gilt dann auch fiir alle natiirlichen Zahlen welche grésser als m
sind. Es gilt der folgende Zusammenhang der erwahnten Klassen von Transitionsmatrizen:

positive Ubergangsmatrizen 0 primitive Ubergangsmatrizen [ irreduzible Ubergangsmatrizen.
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2.4 WAHL DER BESTMOGLICHEN HYPOTHETISCHEN DICHTEMATRIX

In diesem Abschnitt wird davon ausgegangen, dass die Wabhl fir die hypothetische
Markovkette in Form der zugehérigen Ubergangsmatrix Proqg getroffen wurde. Wie in
Abschnitt 2.3 erwahnt worden ist, existieren zu einer gegebenen Ubergangsmatrix
unendlich viele zweidimensionale Dichtematrizen, welche als Ausgangslage fur die
Bestimmung der optimal angepassten Dynamik Doyt respektive die zugehorige Tran-
sitionsmatrix Popt benutzt werden kdnnten. All diese hypothetischen, zu einer gege-
benen Modelldynamik Pmog gehdrigen Dichtematrizen bilden eine konvexe Menge,

welche mit D,,(P,.,) bezeichnet sei:**

Drnos (Pras) ={ Dinas | Doy =0liag (1) [P,y und 1 >>0} .

mod \" mod

Es stellen sich nun die folgenden Fragen:

«  Wie wirkt sich, bei gegebener hypothetischer Ubergangsmatrix Pmeg, die Wahl
der arbitraren Anfangsverteilung ; und somit der hypothetischen zweidimensio-

nalen Dichte Dmoqg auf die resultierende adjustierte Dynamik Dopt aus?

» Lasst sich dieses Unbestimmtheitsproblem Gberhaupt auf befriedigende Art 16sen
und wenn ja, wie muss dazu vorgegangen werden?

Um diese Fragestellungen zu beantworten wird zunachst die Optimierungsgleichung
(2-9) wie folgt umgeformt:

K d, K m. .
Do = argminzd” [[bg(d ” j: argminzmt,i (D, [[bg[“—m”]
b

DD ij=1 mod,i DOD  jj=t H mmod,ij

& Pj; my;
= afgm'nzmu [p; Qllog) —— | +logl —
DID iy Pmod,i My

& Pj e M,
=argmin| > m,, [, log —— |+ > m,, (p, llog H_I

bOD | jj=t Pmodii i,j=1 ti

% Ein Beweis der Konvexitat von D, ,(P,.,) findet sich im Appendix in Abschnitt 9.1.2.2.
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=argmin imtﬂipu Ubg{ P ]+Zmn['b9( JDZPI.

DOD i=1 = pmod i i=1
=1

=argmin thl szu [[bg(ppu ]+Z:mtI [Ibg(unJ

bOD mod,jj

konstant fir die gewahlte
Hypothese Dy0q

—argmmZm“ DZpIJ Elbg( Ps ]

bop i=1 mod,ij

DD i i Prmodi

K m.. .
=argmin Y. m,; [p, Elbg{—m u Py j
t,i

K d.
=argmin ) d, Dbg{ﬁ}
t,i mod,ij

DOD i,j=1

Fir jede hypothetische Ubergangsmatrix Pmog folgt somit, dass es fiir die Berech-
nung der optimal adjustierten zweidimensionalen Dichte Dot nicht von Belang ist, mit
welcher Anfangsverteilung W die hypothetische Dichtematrix Dpog = diag():Pmod
generiert wird. Deshalb kann ohne weiteres, anstelle einer beliebigen Randverteilung
l;, die beobachtete Anfangsverteilung m; zur Erstellung der Hypothese benutzt wer-

den. Die so generierte Hypothese sei mit D!, , = diag(my)-Pmoa bezeichnet. Fur alle

zweidimensionalen Dichten Dpoq, Welche aus der Dynamik Pmoq generiert werden

d ]
mod,i -

kénnen, folgt die identische Optimierungsgleichung gemass:

L& d;
(2-14) D,, =argmin>_d, Dbg(ﬁ] = argmandIJ [I]og(dD
t,i mod,ij

DOD i,j:1 DOD i ] =1

Wird diese Erkenntnis fir die Berechnung der relativen Entropie von beliebigen, aus
der gegebenen hypothetischen Ubergangsmatrix Pmoqg erstellten Modelldichten Do

angewandt, so folgt dass D?_, von allen Elementen der Menge D_,(P,.,) die ge-

ringste relative Entropie aufweist:
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K do ;
(2'1 5) H(Dopt | Dmod Zdopt ij ( >

i,j=1 dmod,ij

K
Z DZpopt.J [og p"“”}th.Hbg(u j
t,i

pmod ij i=1

konstant fiir alle D og0Dmod (Pmod ) =0

Der rechte Term in Dekomposition (2-15) entspricht der relativen Entropie H(my|u)
der beobachteten Anfangsverteilung m; hinsichtlich der Anfangsverteilung p; der
gewahlten Hypothese. Diese wird natirlich dann und nur dann gleich 0 und somit
minimal, wenn L gleich der beobachteten Anfangsverteilung m; gesetzt wird. Dieses
Vorgehen minimiert zugleich die relative Entropie Uber alle Vertreter der Familie der
hypothetischen zweidimensionalen Dichten Dpoqg, Welche aus der Ubergangsmatrix

Pmod generiert werden kénnen. Somit minimiert das Element DY __ die relative Entro-

mod

pie. Diese Zusammenhange sind in Abbildung 2-4 veranschaulicht.

D = konvexe Menge aller zweidimensionalen (KxK)-
Dichtematrizen D, welche die Randdichten m,
und m,,; besitzen

Dinoa(Prod) = konvexe Menge aller zweidimensionalen (KxK)-
Dichtematrizen D4, welche derselben Uber-
gangsdynamik P, gehorchen

Hypothese

o
Dmod

H(D oy | Do)

PrOJektlon

( wahrl Dopt) ~‘~~~\~:§

wahr
unbekannte "Wahrheit"

Abbildung 2-4: Optimierungsproblem aller aus derselben Ubergangsdynamik Pyeq
generierbaren Hypothesen

Es erscheint somit am verninftigsten, die Modelldynamik in einem zweistufigen Ver-

fahren wie folgt zu bestimmen:

1. Erstellen einer gut begriindbaren hypothetischen Ubergangsmatrix Pmoq. Am
besten geeignet sind hier natirlich empirisch hergeleitete Transitionsmatrizen
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(vergleiche Kapitel 5 und 7). Solche empirischen Modelle sind allerdings nur
dann verfligbar, wenn fir das betrachtete Problem Paneldaten existieren. Theo-
retisch hergeleitete Modelle werden immer a priori anfechtbar sein. In Anbetracht
der Tatsache, dass Datenpanels haufig nicht existieren, erscheinen theorieba-
sierte Modelle jedoch als zukunftstrachtige Alternative, da sie dusserst flexibel
anwendbar sind und immer zur Verfigung stehen (Kapitel 6).

2. Vormultiplizieren dieses Modells mit der Diagonalmatrix aus der beobachteten

Anfangsverteilung gemass D, , = diag(m;)-Pmog.

2.5 STATISTISCHE SCHLUSSE

Aus einem statistischen Blickwinkel besteht, neben der optimalen Anpassung des
Modells an die Daten, auch ein Interesse daran, ob diese Anpassungen statistisch
signifikant sind. Ireland und Kullback (1968) zeigen auf, wie die notwendige Anpas-
sung der Hypothese an die beobachteten Querschnittsverteilungen auf statistische
Signifikanz getestet werden kann. Wird die Hypothese Dnoq direkt aus einer Stich-

probe von n Individuen® generiert, dann ist die Statistik
(2'1 6) 2 [H-I(Dopt | Dmod) ~ Xgﬂi—2

asymptotisch x?-verteilt mit 2:-K — 2 Freiheitsgraden. Gemass Ireland und Kullback ist
die Zahl der Freiheitsgrade durch die Differenz zwischen der Anzahl Freiheitsgrade
des unrestringierten Modells Dmog (K®—1) und des restringierten Modells D 0 D
(K®—1) — (2:-K — 2)) gegeben. Deshalb entspricht die Anzahl Freiheitsgrade der
Anzahl der in (2-1) auferlegten Restriktionen.®

Wird die hypothetische Ubergangsmatrix Pmoq @us einer Stichprobe von n Individuen

generiert, die hypothetische zweidimensionale Dichte dann jedoch gemaéss

% In Kapitel 5 und 7 entstammen die Hypothesen D,,q der "Panel Study of Income Dynamics" (PSID,
Datenpanel fiir die USA) und n entspricht der Anzahl aus diesem Panel extrahierter Individuen.

% Dasselbe Resultat kann dadurch erzielt werden indem erkannt wird, dass (2-10) der Neyman-

Pearson Statistik unter den Restriktionen (2-1) entspricht (vergleiche Billingsley 1961, Kapitel 5).
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O
Dmod

= diag(my)-Pmog unter Einbezug der als beobachtet vorausgesetzten wahren

Anfangsverteilung erstellt, dann ist die Teststatistik

mod

(2-17) 2|]]DH(Dopt | D, ) ~ X§—1

asymptotisch x>-verteilt mit K— 1 Freiheitsgraden. Auch hier Iasst sich die Anzahl
Freiheitsgrade als Differenz zwischen unrestringiertem und restringiertem Modell

ermitteln. So ist die Anzahl Freiheitsgrade des unrestringierten Modells D, , gege-

ben durch (K®—-1)—(K—1) = K®—K. Die Anzahl Freiheitsgrade des restringierten
Modells DO D betragt (K®—1)—(2:-K—-2) =K2—2-K + 1. Somit resultieren K—1
Freiheitsgrade flr die Teststatistik (2-17).

Diese Statistiken kénnen dazu verwendet werden, die durch das gewéhlte Modell

Dmod respektive D, gegebene Nullhypothese zu testen.

2.6 SCHLUSSBETRACHTUNGEN

In diesem Kapitel wurde aufgezeigt, wie die vorgeschlagene Methode der Minimie-
rung der relativen Entropie optimal dazu geeignet ist, aus Einkommensquerschnitten
Information Gber die Dynamik des Einkommensprozesses zu extrahieren. Dazu wird
der Einkommensprozess in Form von Ubergangsmatrizen als zeitinvariante Markov-
kette zu diskreten Zeitpunkten modelliert. Neben den beobachteten Einkommensver-
teilungen zu zwei Zeitpunkten wird far die Anwendung der propagierten Methode
noch eine urspriingliche Hypothese Uber die Einkommensdynamik in Form einer
Ubergangsmatrix benétigt. Diese Hypothese kann empirischen Beobachtungen (ver-
gleiche Kapitel 5 und 7) respektive theoretischen Uberlegungen (vergleiche Kapi-
tel 6) entstammen. Die vorgeschlagene Methode beruht auf der Minimierung der
relativen Entropie hinsichtlich der gewéahlten Hypothese unter der Nebenbedingung
der beobachteten Einkommensverteilungen. Diese Optimierung fiihrt zu einer Uber-
gangsmatrix, welche im Sinne der relativen Entropie den geringstméglichen Abstand
zur urspringlichen Hypothese hat, jedoch mit den beobachteten Randverteilungen
kompatibel ist. Die resultierenden, notwendigen Anpassungen der Hypothese kénnen
als sogenannte Schrddingermultiplikatoren ausgedrickt werden. Der vorgestellte
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Ansatz kann deshalb als Fehlspezifikationsanalyse im Sinne von White (1994) aufge-

fasst werden.

In der Literatur werden auch einige alternative Methoden zur Extraktion von Informa-
tionen tber Ubergangsmatrizen aus Querschnittsdaten vorgeschlagen.®” Der hier
vorgestellte Ansatz der Minimierung der relativen Entropie beinhaltet jedoch einige

gewichtige Vorteile:

» Da die Einkommensverteilung nur zu zwei Zeitpunkten betrachtet wird, gibt es
mehr unbekannte Elemente (K?— 1) in der zweidimensionalen Dichte D als un-
abhangige Beobachtungen (2:K—-2) in Form der Anfangs- und der Endvertei-
lung. Es liegt deshalb ein "unterbestimmtes, reines Inversenproblem" vor, wel-
ches die Anwendung der Kleinstquadrate-Schatzung nicht zulédsst. In dieser Si-
tuation bietet sich das Prinzip der maximalen Entropie als natdrliches Kriterium
an (Golan, Judge und Miller 1996).%

» Der Ansatz garantiert zusammen mit der IPFP-Prozedur, dass die resultierenden
optimal angepassten Matrizen Doyt und Pogt @automatisch zweidimensionale Dich-
ten respektive Ubergangsmatrizen sind. Somit kdnnen miihsame Minimierungs-

probleme unter Nebenbedingungen vermieden werden.

e Obwohl der Ansatz die Spezifizierung einer Hypothese Dmoq verlangt, ist dies
nicht restriktiv. Werden namlich alle Elemente von Dpeq gleich 1/K? gesetzt, resul-

tiert eine Hypothese ohne jegliche vorgangige Information (non-informative prior).

* Die Minimierung der relativen Entropie l&sst sich durch die iterativ proportionale
Anpassungsprozedur IPFP einfach implementieren und erweist sich als robust.

% Adelman, Morley, Schenzler und Warning 1994; Golan, Judge und Miller 1996; Kalbfleisch und
Lawless 1984; Lee, Judge und Zellner 1970.

% Das Prinzip maximaler Entropie respektive die Methode der Minimierung der relativen Entropie
kann, wie in diesem Kapitel gezeigt wurde, durch ein probabilistisches Argument basierend auf ei-
nem Prinzip grosser Abweichungen hergeleitet werden (vergleiche hierzu auch Abschnitt 9.1 im
Anhang sowie Aebi 1996 und Aebi, Neusser und Steiner 1999).
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3 MESSUNG DER MOBILITAT®®

3.1 EINLEITUNG

Die Mdglichkeit der Bewegung von einem Zustand in einen anderen ist ein wichtiges
Charakteristikum eines stochastischen Prozesses. Es ist deshalb kaum Uberra-
schend, dass es in der Literatur diverse Versuche gegeben hat, diesen Aspekt mit
einer einzigen Zahl, einem sogenannten Mobilititsindex, zu beschreiben.*® In diesem
Kapitel wird Mobilitdt, im Sinne von Bartholomew (1982), als Bewegung zwischen

unterschiedlichen Einkommensklassen interpretiert.*’

Bei Beschrankung auf zeitlich
homogene Markovprozesse und endliche Zustandsrdume sind Mobilitatsindices
typischerweise als eine Abbildung von der Menge der Ubergangsmatrizen auf die

reellen Zahlen definiert.

Um aussagekraftige Indices zu definieren, schlug Shorrocks (1978) einen axiomati-
schen Ansatz vor und postulierte eine Menge winschenswerter Axiome fir Mobili-
tatsindices. Geweke, Marshall und Zarkin (1986) unterteilten diese Axiome in Per-
sistenz-, Konvergenz- und temporale Aggregationskriterien. Sie zeigten, dass inner-
halb der Klasse von Ubergangsmatrizen mit reellen, nicht-negativen Eigenwerten alle
Persistenz- und Konvergenzkriterien logisch konsistent sind. Obschon diverse Mobili-
tatsindices innerhalb der Klasse dieser Matrizen mit den Persistenz- und Konver-
genzkriterien konsistent sind, existiert jedoch kein Index der mit allen drei Klassen
von Kriterien vereinbar ist. In Anbetracht der Tatsache, dass hier der Versuch unter-

% Dieses Kapitel bezieht sich auf die Arbeit "A Large Deviation Approach to the Measurement of

Mobility" von Aebi, Neusser und Steiner (2002 b).

0 Der Begriff der Mobilitat ist von vielseitiger Natur, so dass unterschiedliche Autoren ihn auch aus

unterschiedlichen Blickwinkeln betrachten (vergleiche hierzu die Ubersichten von Fields und Ok
(1999), Maasoumi (1998) oder Trede (1999)).

*1 Alternative Ansatze betrachten Mobilitat als Gleichheit der Maglichkeiten (Bénabou und Ok, 2001),

wohlfahrtsvergréssernd (Atkinson, 1983; Dardanoni, 1993) oder als ungleichheitsreduzierend
(Maasoumi, 1998). Trotzdem diese Ansatze auf unterschiedlichen Konzepten basieren sind sie
nicht génzlich ohne Verbindung zueinander. In Abschnitt 3.3.4 werden einige Relationen des hier

vorgestellten Ansatzes zu in der Literatur verankerten Konzepten hergestellt und erldutert.
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nommen wird, die in einer Matrix vorhandene Information durch eine einzige Zahl
auszudriicken, missen solche Inkonsistenzen erwartet werden. Offensichtlich be-
schreiben verschiedene Indices teilweise unterschiedliche Aspekte der Mobilitat. Ein
illustratives Beispiel zu Inkonsistenzen von Mobilitatsindices, welches auch von Maa-

soumi (1998) aufgegriffen wurde, findet sich in Dardanoni (1993).

Der in Kapitel 3 vorgestellte Ansatz wird durch die Einsicht motiviert, dass der Begriff
der Mobilitat durch zwei Aspekte beschrieben werden kann: Mobilitat die im Gleich-
gewichtszustand vorhanden ist und Mobilitadt welche mit der Konvergenz zum gleich-
gewichtigen Zustand verbunden ist.*? Diese Unterscheidung ist essentiell und For-
scher sollten sich dieses Sachverhalts bei Studien zur Mobilitat bewusst sein. Es wird
hier gezeigt, dass konventionelle Mobilitatsindices gemass den zwei Mobilitatsaspek-
ten in zwei Klassen unterteilt werden kdénnen: Gleichgewichts- und Konvergenzindi-
ces.®® Die Tatsache, dass einige der bekannten Indices auf der Gleichgewichtsvertei-
lung basieren, wahrend andere auf den Eigenwerten der zugrundeliegenden Uber-
gangsmatrix aufbauen, dient als Leitlinie zur Unterscheidung der zwei Klassen. Mobi-
litdtsindices der ersten Klasse werden auf der Basis der Gleichgewichtsverteilung
definiert. Sie lassen sich als Erwartungswerte von entsprechend definierten Funktio-
nalen, den sogenannten Mobilitdtsfunktionalen, ausdricken. Ein Mobilitatsfunktional
entspricht einer Gewichtungsregel flir Bewegungen von einer Einkommensklasse in
eine andere. Die Erwartung wird dabei hinsichtlich der invarianten Verteilung des
Markovprozesses gebildet. Deshalb werden diese Indices als Gleichgewichtsindices
bezeichnet. Fiir monotone Ubergangsmatrizen und eine gewisse Klasse von Mobili-
tatsfunktionalen erweisen sich die Gleichgewichtsindices als konsistent mit Shor-
rocks' (1987) Monotonie-Axiom, mit Conlisk's (1990) schwachem D-Kriterium wie
auch mit Daradanoni's (1993) partieller Ordnungsrelation.

* In der soziologischen Literatur wird der Aspekt der Mobilitat im Gleichgewicht oft mit reiner oder
Austauschmobilitat (pure oder exchange mobility) bezeichnet. Da sich hier die Querschnittsvertei-
lung nicht mehr &ndert, handelt es sich um einen reinen Abtausch von Rangen innerhalb der sozia-
len Hierarchie.

*8 Anstelle der Gruppierung wiinschenswerter Axiome werden hier die Indices im Geiste von Bartho-
lomew (1982) direkt klassiert.
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Die Indices der zweiten Klasse werden hinsichtlich des Spektrums der zugrundelie-
genden Ubergangsmatrix definiert. Da die Eigenwerte dieser Ubergangsmatrix mit
der Geschwindigkeit verknipft sind, mit welcher das System gegen seine invariante
Verteilung konvergiert, werden diese eigenwertbasierten Indices als Konvergenzindi-
ces bezeichnet. Die so klassierten Gleichgewichts- und Konvergenzindices korres-
pondieren mit der von Bartholomew (1982) vorgenommenen Klassifikation von Mas-
sen der Bewegung respektive der Generationenabhangigkeit. Obschon der hier vor-
gestellte Ansatz sich von Bartholomew's Vorgehen unterscheidet, resultiert er in
derselben Zusammensetzung der beiden Gruppen.

Im Hinblick auf die hier getroffene Unterscheidung sollten empirische Studien zwi-
schen den beiden Aspekten der Mobilitdt unterscheiden und idealerweise beide
messen. Die Benutzung konventioneller Indices wirde eine Vielzahl maglicher Kom-
binationen von Gleichgewichts- und Konvergenzindices erlauben. Es wird hier ge-
zeigt, dass die freie Wahl je eines Vertreters der beiden Klassen innerhalb einer
Menge von Ubergangsdynamiken zu unterschiedlichen Rangierungen der Dynami-
ken hinsichtlich beider Mobilitdtsaspekte fihren kann. Deshalb wird die Interpretation
der Mobilitat mit konventionellen Indices ziemlich willkurlich.

Folglich schléagt der hier prasentierte Ansatz ein miteinander verbundenes Paar kom-
plementarer Indices vor, wobei die beiden Teilindices je einen der beiden Mobilitats-
aspekte messen. Sie werden als Gleichgewichts- und Periodenindex bezeichnet.
Gleichgewichtsmobilitat bezeichnet jenen Teil der Mobilitat, der bei Markovprozessen
in ihrem Gleichgewicht (ergodischer Zustand) auftritt. Periodenmobilitat ist hingegen
verbunden mit dem Teil der Mobilitat, der mit der Konvergenz des Prozesses gegen
sein Gleichgewicht assoziiert ist. Im Unterschied zur Konvergenzmobilitdt baut die
Periodenmobilitdt jedoch nicht direkt auf dem Spektrum der zugrundeliegenden
Ubergangsmatrix auf. Faktisch kénnen die beiden Indices nicht unabhangig vonein-
ander gewahlt werden, da sie Uber die Wahl eines Mobilitdtsfunktionals eng mitein-
ander verknipft sind. Die Wahl des Mobilitdtsfunktionals legt sowohl den Gleichge-
wichts- als auch den entsprechenden Periodenindex eindeutig und simultan fest.
Diese Art des Vorgehens eliminiert somit die oben erwé&hnte Willkir bei der Auswahl

eines Paars konventioneller Indices zur Messung beider Mobilitdtsaspekte.
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Der Gleichgewichtsindex entspricht gerade dem Erwartungswert des Mobilitatsfunkti-
onals hinsichtlich der invarianten Verteilung des zugrundeliegenden Markovprozes-
ses. Es wird gezeigt, dass bekannte Indices wie Bartholomew's Index oder der Index
der unbedingten Wahrscheinlichkeit des Verlassens der gegenwartigen Klasse (in-
dex of unconditional probability of leaving the current class) genau dieser Form ent-
sprechen. Eine Anwendung des ergodischen Theorems impliziert dann, dass das
zeitliche Mittel des Mobilitatsfunktionals auf einem Stichprobenpfad zum vorgeschla-
genen Gleichgewichtsindex konvergiert. Unter Verwendung von Techniken grosser
Abweichungen wird bewiesen, dass es sich dabei um eine exponentielle Konvergenz
handelt und dass die Konvergenzrate durch eine spezifische relative Entropie gege-
ben ist. Diese Konvergenzrate flihrt zum vorgeschlagenen Mass der Periodenmobili-
tat. Somit misst der Periodenindex die Geschwindigkeit, mit welcher das zeitlich
gemittelte Mobilitatsfunktional, wenn man die Zeit gegen Unendlich streben l&sst,
gegen den korrespondierenden Gleichgewichtsindex konvergiert. Folglich werden
durch die Wahl des Mobilitdtsfunktionals sowohl der Gleichgewichts- als auch der
Periodenindex simultan festgelegt. Dieses Vorgehen fuhrt zu einer Verbesserung der
Interpretierbarkeit und der Vergleichbarkeit empirischer Anwendungen. Die Natzlich-
keit dieses Ansatzes wird unter anderen mittels der Beispiele von Dardanoni (1993)

aufgezeigt.

Obschon das angewandte Prinzip grosser Abweichungen nur ein Spezialfall einer
viel allgemeineren Theorie ist, wird hier eine vollstandige Version davon vorgestellt
und bewiesen. Dies hat zur Folge dass diese Arbeit in sich geschlossen und deswe-
gen auch fir Nichtspezialisten leichter zuganglich ist.** Diese umfassende Entwick-
lung des Prinzips der grossen Abweichungen ermdglicht es, die Theorie voll auf die
gewahlte Anwendung anzupassen sowie den Boden fir numerische Berechnungen

zU bereiten.

* Zhulenev (1999) schreibt zum Beispiel:"... however astonishing, it appears that no simple and
understandable monographs allowing a nonspecialist 'to enter' quickly into the theory of type large
deviations has appeared during the last 60 years." Der technisch versierte Leser sei auf die Arbei-
ten von Miller (1961), Iscoe, Ney und Nummelin (1985), Ney und Nummelin (1987a), Ney und

Nummelin (1987b) sowie Dembo und Zeitouni (1998) verwiesen.
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3.2 MOBILITAT VON MARKOVKETTEN

Um den Begriff der Mobilitéat zu konkretisieren und die Problematik anzudeuten, wel-
che bei der Definition von Massen zur Bestimmung der Mobilitat von Markovprozes-
sen bestehen, wird hier in verklrzter Form der Kern der Diskussion von Bartholomew
(1982, Kapitel 2.3) wiedergegeben. Hierzu seien die folgenden drei Ubergangsmatri-

zen gegeben:

1 1-
° P2=p P P3:0 1, mit O<p<1.
0o 1 p 1-p 10

Die drei Beispielmatrizen reprasentieren drei Gesellschaften, welche in zwei Ein-

P,

kommensklassen unterteilt werden. Ein Mobilitdtsmass sollte nun einen Anhaltspunkt
Uber das Ausmass liefern, mit dem sich die Individuen einer Gesellschaft im Zeitab-
lauf zwischen den verschiedenen Einkommensklassen bewegen. Shorrock's (1978)
definiert einen Mobilitatsindex als stetige, reellwertige Funktion auf der Menge der
Ubergangsmatrizen. Ein solcher Index generiert eine Mobilitatsskala auf der reellen
Zahlengerade. Neben anderen Axiomen definierte Shorrocks das Normierungsaxi-
om, welchem ein Mobilitdtsmass genlgen sollte. Dieses besagt, dass die Mobilitats-
skala auf das Intervall [0, 1] beschrankt sein sollte. Dabei steht der Wert 0 flr voll-
standige Immobilitat und der Wert 1 fir maximale Mobilitadt. Da alle gebrauchlichen
Mobilitatsindices auf dieses Intervall normiert werden kénnen, wird aus Griinden der
Verstandlichkeit in diesem Abschnitt davon ausgegangen, dass dieses Axiom erfullt

sei.

Am immobilen Ende der durch ein solches Mobilititsmass generierten Skala der
Mobilitat ist die Lage eindeutig. Die ldentitdtsmatrix Py wiederspiegelt eine Gesell-
schaft, in welcher die Individuen im Zeitablauf in ihren Einkommensklassen verhar-
ren. In dieser Gesellschaft findet kein Austausch zwischen den Klassen statt, die
Individuen sind vollkommen immobil. Jedes Mobilitditsmass muss der Ubergangsdy-
namik P die Mobilitat 0 zuordnen. P4 befindet sich eindeutig am immobilen Ende der
Mobilitatsskala.

Diese Eindeutigkeit ist hingegen am mobilen Ende einer Mobilitédtsskala nicht gege-
ben. So reprasentieren die Ubergangsdynamiken P, und Ps; jeweils einen Mar-
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kovprozess am mobilen Ende der Skala. Welche der beiden Matrizen als die mobils-
te angeschaut wird, hangt davon ab, ob Mobilitat als sogenannte Generationenab-
hangigkeit oder als reine Bewegung betrachtet wird.

3.2.1 Masse der Generationenabhangigkeit

Ubergangsdynamiken der Form P, reprasentieren sogenannt perfekt mobile Gesell-
schaften (Prais, 1955). Das entscheidende Kriterium solcher Gesellschaften besteht
darin, dass die Einkommensklasse der Kinder unabhangig von derjenigen der Eltern
ist. Es herrscht also vollstdndige Chancengleichheit. Aligemein reprasentieren Uber-
gangsmatrizen mit lauter identischen Zeilen solche Gesellschaften. Falls die Mes-
sung der Abhangigkeit der Chancen der Kinder von den Einkommensmaéglichkeiten
der Eltern Ziel einer Untersuchung zur Einkommensmobilitat ist, dann befinden sich
klarerweise die Transitionsmatrizen Py und P, an den entgegengesetzten Enden
einer Mobilitatsskala. Ein Mobilitdtsindex, welcher die Generationenabhangigkeit
bewerten soll, muss der Ubergangsmatrix P, folglich den Wert 1 zuordnen. Bei der
Transitionsmatrix P3 sind die Einkommenschancen der Kinder, genau wie bei der
Dynamik P4, vollstdndig durch die Einkommensklassenzugehdérigkeit der Eltern de-
terminiert. Unter dem Blickwinkel der Generationenabhéangigkeit sind die Dynamiken
P+ und P3 folglich gleich immobil und missten den Wert 0 zugeordnet erhalten. Diese
Art der Mobilitdt kénnte allgemeiner auch als temporale Abhangigkeit ausgedrtickt
werden. Bei P, herrscht keine, bei Py und P3 dagegen vollstdndige temporale Ab-
héangigkeit respektive Abhangigkeit des Einkommens der Kinder von demjenigen der

Eltern.

3.2.2 Masse der Bewegung

Die zweite Bedeutung, in welcher der Begriff der Mobilitat benutzt wird, verweist auf
das Ausmass an Bewegung, welche zwischen den Einkommensklassen einer Ge-
sellschaft stattfindet. Falls die Bewegungsmobilitat Ziel einer Untersuchung ist, dann
stellt eindeutig die Ubergangsmatrix P; das entgegengesetzte Extrem von Py dar.
Wahrend sich unter Dynamik P niemand bewegt, bewegen sich unter Dynamik Pg
alle. Ein Bewegungs-Mobilitatsindex muss folglich der Dynamik P; den Maximalwert
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1 zuordnen. Die Transitionsmatrix P, befindet sich gemass dieser Mobilitatsdefinition

irgendwo zwischen den beiden Extremen Py und Ps.

3.2.3 Zusammenfassende Bemerkungen

In der Praxis wird diese Unterscheidung der Mobilitét in Generationenabhangigkeits-
und Bewegungsmobilitat dadurch etwas verwischt, dass beobachtete Ubergangsdy-
namiken real existierender Gesellschaften immer irgendwo zwischen Py und P2 zu
liegen scheinen. Trotzdem sollte man sich bei der Messung von Mobilitat wie auch
beim Aufstellen von Kriterien, welchen Mobilitdtsindices genligen sollten (wie dies
Shorrocks (1978) tat), dieser Mehrdeutigkeit der Mobilitat bewusst sein und wissen,

auf welchen Mobilitatsaspekt gezielt wird.

Im weiteren Verlauf von Kapitel 3 wird Mobilitdt aufgeteilt in die Aspekte Gleichge-
wichts- und Konvergenzmobilitdt. Es zeigt sich, dass diese Einteilung zur selben
Gliederung fuhrt, wie sie von Bartholomew (1982) vorgenommen wurde. So fallen die
Gleichgewichtsindices in die Klasse der Masse der Bewegung, wahrend Konver-
genzindices als Masse der Generationenabhangigkeit betrachtet werden kdnnen.
Der Ansatz zur Unterteilung in Gleichgewichts- und Konvergenzmobilitat unterschei-
det sich jedoch von Bartholomew (1982). Er basiert im wesentlichen auf der Beo-
bachtung, dass existierende Mobilitdtsmasse entweder auf dem Spektrum der Ei-
genwerte untersuchter Ubergangsdynamiken griinden, oder aber die Mobilitat im
Gleichgewichtszustand der untersuchten Markovprozesse messen. In Tabelle 3-1
sind einige der am h&aufigsten verwendeten sowie zwei neue Mobilitétsindices zu-

sammengefasst, eingeteilt in die erwahnten Klassen.
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2 Ko~
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m K
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o

> Index des zweiten Eigenwerts 1=,

>

c

S Asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit *° ~log|A,|

Determinantenindex *° 1-det(P)

Tabelle 3-1: Einteilung von Mobilitétsindices

3.3 GLEICHGEWICHTSINDEX UND EIGENSCHAFTEN

3.3.1 Voraussetzungen, Gleichgewichts- und Konvergenzindices

Im folgenden wird ein zeitlich diskreter, zeitinvarianter stochastischer Prozess {X;} mit
t=0, 1, 2, ... betrachtet. Die Zufallsvariablen X; nehmen Werte innerhalb eines endli-
chen Zustandsraums Z = {1,2,-,K} an. Es wird angenommen, dass {X;} far irgend
eine willkirliche Anfangsverteilung p zum Zeitpunkt t = 0 eine Markovkette mit einer
(KxK)-Ubergangsmatrix P = (Pij)ij=1,-k ist. Das durch die Markovkette induzierte Mass

auf der Menge der Einkommenspfade Z” wird mit P, bezeichnet.*” Wie allgemein in

* Der Index der quadrierten Distanz wird hier aufgrund eines Refereereports zu Aebi, Neusser und

Steiner (2002 b) aufgefuhrt. Sowohl dieser Index als auch der Index der asymptotischen Konver-
genzgeschwindigkeit sind neu in der Literatur.

6 Dabei ist det(P) die Determinante der Ubergangsmatrix P.

*” Wenn dadurch keine Missverstandnisse entstehen und um die Notation zu vereinfachen wird der

Index, welcher auf die Anfangsverteilung verweist, manchmal weggelassen.
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der Literatur Gber Mobilitatsindices angenommen, wird auch hier davon ausgegan-
gen, dass die Ubergangsmatrix P irreduzibel ist. Zusatzlich wird die Annahme getrof-
fen, dass die Spur von P strikt positiv ist, das heisst, es existiert mindestens ein Dia-
gonalelement p; >0, i O{1,-,K}. Diese Zusatzannahme hat zur Folge, dass die
Transitionsmatrix P primitiv ist (Berman und Plemmons (1994), Korollar 2.2.28, S.34),

t.*® Unter diesen An-

was seinerseits impliziert, dass die Markovkette P, regulér is
nahmen ist sichergestellt, dass im Zeitablauf jeder Zustand erreichbar ist, egal aus
welchem Zustand gestartet wurde. Es ist also fur alle Individuen méglich, sich in jede
der K Einkommensklassen zu entwickeln. Die Primitivitit der Ubergangsmatrix P
respektive die Regularitat der Markovkette implizieren die Existenz einer eindeutigen,
invarianten, gleichgewichtigen respektive ergodischen Verteilung 1 sowie das Vor-

handensein der Grenzwerte

lim [P" =1 firalle Anfangsverteilungen p, respektive lim P =n.

Dabei entspricht M der Ubergangsmatrix, in deren Zeilen die Gleichgewichtsvertei-

lung Ttvon P steht.

Ein stochastischer Prozess generiert auch im Gleichgewicht Bewegung zwischen
den Zustanden. Diese Mobilitat kann als Erwartungswert eines Mobilitatsfunktionals*®
aufgefasst werden, wobei der Erwartungswert hinsichtlich der Gleichgewichtsvertei-

lung Ttgezogen wird. Diese auf der gleichgewichtigen Verteilung tbasierenden Mobi-

*® Bei einer primitiven Matrix P existiert eine ganze Zahl m so, dass P™ >> 0 ist. Die kleinste positive
ganze Zahl m mit P™ >> 0 wird Index der Primitivitat der primitiven Matrix P genannt. Fiir alle gan-
zen Zahlen grosser diesem Index m gilt der Zusammenhang natiirlich auch. Im Ubrigen wird fiir
Matrizen die folgende Notation verwendet: A = B falls a; = b; fur alle i und j; A > B falls A= B und
A # B; A >> B falls a; > b fir alle i und j.

*® Ein Mobilitatsfunktional ist eine Art Bewertungsschema und kann als (KxK)-Matrix dargestellt

werden. Es bewertet Bewegungen zwischen den Einkommensklassen mit positiven Gewichten,
wahrend das Verharren in einer Einkommensklasse das Gewicht 0 erhalt. Mit anderen Worten wird
die Hauptdiagonale einer Ubergangsmatrix mit dem Gewicht 0 versehen, wahrend die restlichen
Matrixelemente positive Gewichte erhalten. Die Hohe dieser Gewichte ist Ermessenssache und
hé&ngt auch von den Zielen einer Forschungsarbeit ab. Die Definition von Mobilitatsfunktionalen fin-
det sich in Abschnitt 3.3.2.
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litatsindices werden deshalb als Gleichgewichtsindices bezeichnet (vergleiche hierzu
Abschnitt 3.3.2).

Jede primitive Ubergangsmatrix P der Dimension K besitzt K Eigenwerte A,
i O {1,~,K}. Zudem ist der Spektralradius p(P) = A; = 1 jeder primitiven Ubergangs-
matrix P, das heisst ihr grésster Eigenwert, eindeutig. Folglich sind alle anderen
Eigenwerte von P betragsmassig kleiner als 1.%° Im folgenden wird davon ausgegan-
gen, dass die Eigenwerte der Grdsse ihres Betrags nach geordnet sind:

AM=1> A =22 |\ 20.

Die Geschwindigkeit, mit der P' fir T — « gegen I konvergiert, hangt von den Ei-
genwerten mit Betrag kleiner 1 ab, das bedeutet von A,*,Ak. Jedem Eigenwert sind
ein linker /; sowie ein rechter Eigenvektor r; zugeordnet. Die gleichgewichtige Vertei-
lung Ttentspricht dem auf 1 normierten linken Eigenvektor /1 zum gréssten Eigenwert
A1 = 1. Die resultierende Verteilung nach T-facher Anwendung der Ubergangsmatrix
P auf die Anfangsverteilung | setzt sich aus den Einflissen der verschiedenen Ei-
genvektoren zusammen, welche sich jedoch mit der T-ten Potenz der zugehdrigen
Eigenwerte entwickeln.” Dies bedeutet, dass fiir T — o nur noch der zum gréssten
Eigenwert A1 =1 gehdrende Eigenvektor /¢ Ubrigbleibt. Fiir T — co nimmt somit der
Einfluss der Eigenvektoren der Dynamik P auf die resultierende Verteilung umso
schneller ab, je kleiner der Betrag des zugehdrigen Eigenwerts ist. Dies bedeutet,
dass die Konvergenz zur Gleichgewichtsverteilung mumso schneller ablauft, je klei-

ner die Betrage der Eigenwerte Ap,***,Ax sind.

Es kann gezeigt werden, dass die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit durch

den betragsmassig zweitgréssten Eigenwert A, mittels —log |A2| ausgedrickt werden

*® Die Beweise zu diesen Implikationen lassen sich in jedem Standardbuch tiber Markovketten finden

(zum Beispiel Berman und Plemmons 1994; Lancaster und Tismenetsky 1985, Norris 1997; Sene-
ta 1981; Rosenblatt 1974)

" In Abschnitt 9.2.4 im Anhang wird die Konvergenz zum Gleichgewichtszustand fiir primitive Uber-

gangsmatrizen P demonstriert.
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kann.*? Die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit oder jeder andere auf dem
Spektrum der Eigenwerte von P basierende Mobilitatsindex misst somit auf die eine
oder andere Weise die Konvergenz von P' gegen M. Deshalb werden eigenwertba-

sierte Mobilitatsindices konsequenterweise als Konvergenzindices bezeichnet.

Wegen der beiden Mobilitatsaspekte sollte die Mobilitat eines stochastischen Pro-
zesses eigentlich durch zwei Indices gemessen werden, je einen Gleichgewichts-
und Konvergenzindex. Die Messung der beiden Aspekte durch eine beliebige Kom-
bination der in Tabelle 3-1 aufgelisteten Indices kann jedoch zu unterschiedlichen
Aussagen fuhren und beinhaltet somit einen grossen Anteil an Willkir (vergleiche
Tabelle 3-4). Um diese Willkir zu verringern wird ein Ansatz vorgeschlagen, welcher
die beiden Masse eng miteinander verbindet. Es wird bewiesen werden, dass die
Wahl eines Mobilitatsfunktionals simultan einen Gleichgewichts- und den zugehdéri-
gen Konvergenzindex festlegt. Auf diese Weise lasst sich die Willkir bei der Festle-
gung eines Indexpaares auf die Wahl eines Mobilitatsfunktionals reduzieren.

3.3.2 Definition der Gleichgewichtsmobilitat

Im Gegensatz zu Shorrocks (1978) oder Geweke, Marshall und Zarkin (1986) wird
hier der Gleichgewichtsindex nicht direkt auf der Menge der Ubergangsmatrizen
definiert, das prasentierte Konzept basiert auf einem sogenannten Mobilitadtsfunktio-
nal. Ein solches Funktional ist eine Art Schema zur Bewertung von Bewegungen
zwischen Zusténden, vorliegend in Form einer (KxK)-Matrix F = (fj)ij-1,-- k. Diese Art
des Vorgehens besitzt den betrachtlichen Vorteil, dass die weiter unten vorgeschla-
genen Mobilitatsindices leicht auf andere stochastische Prozesse verallgemeinert

°2 Berman und Plemmons 1994 (S. 172) definieren die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit
als

1/T

—log w mit w=sup lim |u' P’ —T[’” ,
o T

wobei das Supremum Uber alle Anfangsverteilungen p genommen wird. Es kann gezeigt werden,
dass die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit im hier vorliegenden Fall durch —log |A;| ge-
geben ist (Berman und Plemmons 1994, S. 198). Sommers und Conlisk (1979) schlugen |A;| als

Mass der Immobilitat respektive 1 — |A,| als Mobilitdtsmass vor.
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werden kénnen. So lasst sich der vorgestellte Ansatz auf ARMA-Prozesse erweitern,
womit eine Briicke zur modernen Okonometrieliteratur (iber die Modellierung von
Einkommensprozessen geschlagen werden kann (vergleiche Alvarez, Browning und
Ejrnaes 2001).

DEFINITION 3-1: Ein Mobilitdtsfunktional F = (fj)ij-1,-x ist eine nichtnegative Funktion

auf ZxZ so dass
fi=0 faralleidZ und
fij>0 firalleiundjO0Z miti#].

Das Mobilitatsfunktional ist somit eine Funktion auf ZxZ, welche der Bewegung von
einem Zustand in einen anderen positive Werte, dem Verharren in einem Zustand
hingegen den Wert Null zuordnet. Da Mobilitdt und Bewegung in diesem Kontext
dasselbe sind, ist ein solches Funktional genau das, was bendtigt wird, um Einkom-
mensklassenwechsel zu bewerten. Das Mobilitatsfunktional ist eine Art "Distanz-
mass" zwischen den Zustanden. Da Symmetrie von F nicht vorausgesetzt wird,
braucht das Funktional nicht notwendigerweise eine Metrik zu sein. Dies bedeutet,
dass Aufwartsbewegungen anders als Abwartsbewegungen bewertet werden kénn-
ten. Es ist auch nicht notwendig, dass gréssere Bewegungen hdher bewertet werden
mussen als kleinere.

Der vorgeschlagene Gleichgewichtsindex entspricht dann gerade dem Erwartungs-
wert des gewahlten Mobilitatsfunktionals hinsichtlich der zweidimensionalen, invari-
anten (ergodischen oder gleichgewichtigen) Wahrscheinlichkeitsverteilung des
zugrundeliegenden Markovprozesses.*® Er misst die Mobilitat wenn sich der Prozess
im Gleichgewicht befindet. Bei gegebenem Mobilitadtsfunktional wird der Gleichge-
wichtsindex wie folgt definiert:

DEFINITION 3-2: FUr jedes gegebene Mobilitatsfunktional F auf ZxZ ist
K

MZ(P) = Zﬂ% [Epij []ij

i=1 i=1

*® Diese zweidimensionale, gleichgewichtige Dichte ist gegeben durch diag(m)-P, mit mals gleichge-

wichtiger Verteilung von P.
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der Gleichgewichts-Mobilitatsindex der primitiven Ubergangsmatrix P. Dabei ist 1t
die eindeutige, invariante Verteilung von P, auch gleichgewichtige oder ergodi-
sche Verteilung genannt. Diese Definition lasst sich in Matrixnotation wie folgt
darstellen:

Mg (P) = Spur(P' [diag() (F)

Die Eigenschaften von F garantieren, dass MZ(P)=0 ist. Der Index ist jedoch in
dieser Form nicht normiert, so dass er den Wert 1 auch Ubertreffen kann. Die Nor-

mierung des Index auf das Intervall [0,1] kann durch Division von Mg(P) durch o

max

erreicht werden.> Es lasst sich auch zeigen, dass der Index Shorrocks' (1978) Im-
mobilitdtsaxiom gemass ME(l, ) =0 erfiillt.>® Da die hier betrachteten Ubergangsmat-

rizen primitiv mit positiver Spur sind, womit die Einheitsmatrix Ix ausgeschlossen ist,
nimmt der Index immer strikt positive Werte an. Auf der Vereinigungsmenge der
primitiven Transitionsmatrizen und der Einheitsmatrix erfllt der Index auch das
strenge Immobilitdtsaxiom (Shorrocks 1978), das heisst er nimmt nur fir die Ein-
heitsmatrix den minimalen Wert Null an. Da der Gleichgewichtsindex die Mobilitat in
dem Zustand misst, in dem die Wahrscheinlichkeitsverteilung im Zeitablauf unveran-
dert gleich 1t bleibt, misst er was in der soziologischen Literatur Austausch- oder
reine Mobilitdt (exchange oder pure mobility) genannt wird (vergleiche Dardanoni
1993; Maasoumi 1998; Fields und Ok 1999).

In der Literatur existieren zwei bekannte Indices welche Definition 3-2 erflllen und
somit Beispiele flr Gleichgewichtsindices darstellen. Es handelt sich hierbei um
Bartholomew's Index und um den Index der unbedingten Wahrscheinlichkeit des
Verlassens der gegenwartigen Klasse. Im Fall von Bartholomew's Index ist das Mobi-

* Dabei ist a’_ 00" eine nur von F abhéangige Zahl, welche die unter diesem Funktional maximal

max

mdgliche empirische Mobilitat bezeichnet (vergleiche Abschnitt 3.4.2).

** Dabei bezeichnet Ik die (KxK)-Einheitsmatrix.
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litdtsfunktional f; = |i — j|:

K

K
Mi(P)=> DD p, Ti-J .
i=1 =1

Bartholomew's Index misst somit die Anzahl der Klassen, welche im Gleichgewicht
durchschnittlich pro Periode Ubersprungen werden.

Im Fall der unbedingten Wahrscheinlichkeit des Verlassens der gegenwartigen Klas-

se entspricht das Funktional f; = 1 — &;, wobei &; = Kronecker's Delta:*

K K

Mg (P) :ZT'% [ -p;) :ZT'% @pij [{1-9;) .

i=1 i =1

So wie der Klassenwechselindex hier dargestellt ist, misst er den Prozentsatz aller
Individuen, welche im Gleichgewichtszustand innerhalb einer Periode ihre gegenwar-
tige Klasse verlassen.

Als weiterer Gleichgewichtsindex wird hier der Index der quadrierten Distanz neu
eingefiihrt. Das Mobilititsfunktional entspricht hier f; = (i — j)°.

K K
Ma(P) = Z,E D;pi,- i-j)*
Alle drei Funktionale definieren Metriken auf dem Zustandsraum Z. Alle sind nichtne-
gativ, sind gleich null dann und nur dann wenn die Argumente Ubereinstimmen und
erflllen die Dreiecksungleichung. Wahrend das Funktional im Fall von Bartholomew's
Index die gewohnliche euklidische Distanz zwischen den Zustédnden i und j aus-
driickt, widerspiegelt es beim Index des Verlassens der gegenwértigen Klasse die
sogenannte triviale Metrik. Das Funktional der quadrierten Distanz reprasentiert die
quadrierte euklidische Distanz zwischen den Zustanden. Es entspricht somit dem
quadrierten Bartholomew-Funktional.

® &=1 0i0{1,~,K}und &=0 Oi#j. In der Literatur wird dieser Index Ublicherweise, wie in
Tabelle 3-1 dargestellt, mit K/(K—1) skaliert. Bei den Berechnungen in dieser Arbeit wird diese Ska-
lierung immer weggelassen! Dieses Weglassen flhrt hier dazu, dass dieser Index auf das Intervall

[0,1] normiert wird.
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Bartholomew's Index und der Index der quadrierten Distanz sind Spezialfélle einer
Klasse von Gleichgewichtsindices mit dem Mobilitatsfunktional fj=|i—j|*. Diese

Indices werden in der Folge auch Potenzindices genannt:

K

K
M;,(P)=Zn; Pj I:I]_”K .
i=1 =

Flr k = 1 resultiert Bartholomew's Index, fUr k = 2 resultiert der Index der quadrierten
Distanz. Dabei ist letzterer von einem gewissen Interesse, da er speziell geeignet flr
die Analyse von ARMA-Prozessen ist, womit eine Verbindung zur modernen Oko-
nometrieliteratur Uber die Modellierung von Einkommensprozessen hergestellt wer-

den kann.

3.3.3 Empirische Mobilitat

Die Mittelwertbildung aufeinanderfolgender f; entlang eines Einkommenspfades ent-
spricht dem empirischen Analogon zum Gleichgewichtsindex. Deshalb wird diese
Mittelung empirische Mobilitdt genannt. Mittels Substitution der Indices i respektive j
durch die entsprechenden Realisationen Xi¢ respektive X; entlang eines Einkom-
menspfades wird die empirische Mobilitat wie folgt definiert:

DEFINITION 3-3: FUr jeden auf dem Zustandsraum Z definierten Markovprozess {Xi}

und jedes Mobilitatsfunktional F auf ZxZ wird das zeitliche Mittel St von f, , fur

t 0{0,1,--,T},

1 T
St = T D o,
t=1

empirische Mobilit4t bis zur Periode T genannt.

Es sei hier festgehalten, dass die Annahme der positiven Spur der zugrundeliegen-
den Ubergangsmatrix fir alle méglichen Realisierungen von Einkommenspfaden den

degenerierten Fall, dass St konstant ist, ausschliesst.
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THEOREM 3-1: Die empirische Mobilitat konvergiert fir jede Anfangsverteilung p und
jede primitive Ubergangsmatrix P in Wahrscheinlichkeit gegen den folgenden

Grenzwert:
1 T K K
linlST = lin:no? DZfXHXt = Zn; [Epij a, = ME(P) P, —-as.
- - t=1 i=1 j=1

BEwEIS: Dies ist eine Anwendung des ergodischen Theorems (vergleiche Seneta
1981 Kapitel 4; Rosenblatt 1974, Kapitel V,b) auf eine Funktion fj, welche auf

zwei aufeinanderfolgenden Zustanden i und j definiert ist.

Somit konvergiert die empirische Mobilitat fir T - o fir alle Einkommenspfade ge-
gen den entsprechenden Gleichgewichtsindex der zugrundeliegenden Ubergangsdy-
namik. In Abschnitt 3.5 wird dann aufgezeigt, wie die Rate, mit welcher diese Kon-
vergenz stattfindet, den durch das Mobilitatsfunktional festgelegten Periodenindex
definiert.

Im Falle des Bartholomew-Funktionals ist die empirische Mobilitat gleichbedeutend
mit der Anzahl der Klassen, welche im Durchschnitt pro Periode Ubersprungen wer-
den. Beim Index des Verlassens der gegenwartigen Klasse entspricht es der durch-
schnittlichen Anzahl von Wechseln der jeweils gegenwartigen Klasse. Das obige
Theorem impliziert, dass die Gleichgewichtsmobilitat direkt aus beobachteten Ein-
kommenspfaden geschéatzt werden kann, ohne in einem vorhergehenden Schritt die
Ubergangsmatrix schatzen zu miissen, wie dies zum Beispiel bei Shorrocks' Ansatz
vonndten ist (vergleiche hierzu Abschnitt 8.4.2).

3.3.4 Verbindungen zu in der Literatur verankerten Konzepten

Um allgemeingiiltige Aussagen Uber Gleichgewichtsindices zu machen sowie Quer-
verbindungen zu anderen Zweigen der Mobilitatsliteratur herzustellen, erscheint die
Klasse der zuldssigen Mobilitatsfunktionale als viel zu allgemein. Deshalb wird in
diesem Abschnitt die Klasse der sogenannten (2)-fallenden Mobilitdtsfunktionale
etwas genauer untersucht. Durch Beschréankung auf solche Funktionale lassen sich
Zusammenhéange mit in der Literatur etablierten Kriterien, Konzepten und Ordnungs-
relationen fiir die Mobilitdt von Ubergangsmatrizen herstellen.
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DEFINITION 3-4: Ein Mobilitatsfunktional F auf ZxZ ist (2)-fallend falls gilt:
Vi = fi+1j+1 - fi+1j - fij+1 + fij <0 O i,j ] {1 ,'",K-1} )

Dabei qilt es festzuhalten, dass die Ungleichheit strikt ist falls i = j gewahlt wird. (2)-
fallende Funktionale kénnen als das zweidimensionale Analogon zu nicht-
wachsenden Funktionen in einer Variablen betrachtet werden.®” Die obige Definition
impliziert direkt, dass fi.1; — fj und f.1 — fij nicht-wachsende Funktionen in j respektive i
sind.®® Fir alle k > 1 ist das Potenzfunktional f; = |i —j|* (2)-fallend. Dies bedeutet,
dass das Bartholomew-Funktional und das Funktional der quadrierten Distanz Defini-
tion 3-4 erflllen. Das Funktional des Verlassens der gegenwartigen Klasse ist hinge-

gen nicht (2)-fallend.

In der jiingeren Mobilititsliteratur wurde der Klasse der monotonen Ubergangsmatri-
zen spezielle Aufmerksamkeit zuteil (Conlisk 1990; Dardanoni 1993; Dardanoni
1995; Fields und Ok 1999). Bei monotonen Transitionsmatrizen P wird die i'te Zeile

von der i+1'ten Zeile stochastisch dominiert:
Pi1 +*+ Pijj 2 Pis1 1+ + Pi+1j Oigd {1 ,"',K-1} und j O {1 ,'",K}.

Diese Bedingung kann in Matrixnotation, unter Zuhilfenahme der Summationsmatrix

T, wie folgt dargestellt werden:*®

T"“PT>0.

57 Vergleiche Nelsen (1999, S. 6). Der Wert —v;; kann als durch F zugeordnete Flache des Rechtecks
interpretiert werden, dessen Eckpunkte durch (i,j), (i+1,j), (i,j+1) und (i+1,j+1) gegeben sind. Die
Zahl 2 bei (2)-fallend steht fiir die Anzahl Argumente. Bei drei Argumenten wirde ein solches
Funktional als (3)-fallend bezeichnet. Sein Wert entsprache dann einem Volumen.

% Fir fi.ej — i, die nicht-steigende Funktion in j, muss gelten: fi.4.1 — fi,1 < fiqy —f; . Dies entspricht

Definition 3-4 und ist somit flir (2)-fallende Mobilitatsfunktionale erflillt. Das selbe gilt flr fj,, — f;, die

nicht-steigende Funktion in i.

*® Die Summationsmatrix T ist eine obere (KxK)-Dreiecksmatrix mit lauter Einsen auf und oberhalb

der Hauptdiagonalen und Nullen sonst. lhre Inverse T™ hat lauter Einsen auf der Hauptdiagonalen,

minus Einsen auf der ersten oberen Nebendiagonale und Nullen sonst.
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In dieser Literatur wird argumentiert, dass monotone Ubergangsmatrizen theoretisch
plausible Eigenschaften besitzen und dass sie durch die Empirie gestitzt werden.

PROPOSITION 3-1: Fiir alle Ubergangsmatrizen P und Q mit derselben invarianten

Verteilung rtsowie jedes (2)-fallende Mobilitatsfunktional F impliziert
(8-1) T'-diag(m)(P—-Q)T<0
dass sich die Gleichgewichtsindices von P und Q wie folgt verhalten:
MZ(P)=MZ(Q) .
BEWEIS: Unter der Annahme, dass P und Q dieselbe invariante Verteilung 1t besitzen

sowie dass T -diag(m)-(P — Q)-T < 0 ist, gilt unter Zuhilfenahme von Definition 3-2:

Mg (P) =ME(Q) = Spur (P’ [diag(m) [F) — Spur(Q' [diag(m) [F)
—Spur(P Q) [diag(mm) )
:Spur( P -Q)' [diag(m) ])
:Spur(F [diag(m) P - Q))
= Spur(F 7" (1" diag(r) [P - Q) (T (T~")

:Spur[T [diag(T) (P - Q)T (T ' [F' EII'"J

Matrix 1 Matrix 2

Die Matrizen 1 und 2 innerhalb der Klammer haben jeweils eine spezielle Struk-
tur. So nimmt Matrix 1, welche der linken Seite von Ungleichung (3-1) entspricht,
die folgende Form an:

T' [diag(m) EGP—Q)EI':LI;/,I g} i

Dabei ist die ((K-1)x(K-1))-Matrix M <0 gemass Annahme und der ((K-1)x1)-
Vektor b besteht aus lauter Nullen. FGr Matrix 2 ergibt sich das folgende Bild:

TEme Y O
d 0

Hierbei ist die ((K-1)x(K-1))-Matrix V nicht-positiv mit den typischen Elementen

Vjj = fij = fije1 + fisje1 — fizej. Da F ein (2)-fallendes Mobilitatsfunktional ist, ist V. <0
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(vergleiche Definition 3-4). Die ((K-1)x1)-Vektoren ¢ und d sind beide nicht-

negativ. Zusammengefasst folgt damit:

Mg (P) =Mg(Q) = Spur (P’ [diag(m) [F) — Spur(Q' [diag(m) [F)

M b|lV' ¢
=S =S MLV')=0

Die Ungleichheitsrelation folgt, weil das Produkt zweier nicht-positiver Matrizen
eine nicht-negative Matrix ergibt, deren Spur wiederum ein nicht-negativer Skalar

sein muss.

q.e.d.

Die Implikation gilt nur in der in Proposition 3-1 dargestellten Richtung, flr die umge-
kehrte Richtung lassen sich Beispiele finden, bei denen MZ(P)=MgZ(Q) nicht mit
T'-diag(m)-(P — Q)T <0 einhergeht.®® Es sei hier ausdriicklich festgehalten, dass
Proposition 3-1 fiir alle Ubergangsdynamiken mit identischer Gleichgewichtsvertei-
lung Giltigkeit besitzt, nicht bloss fiir diejenigen, welche zusatzlich noch monoton
sind. Bei Beschréankung auf die Menge Mp,, der monotonen Transitionsmatrizen P mit
identischer Limesverteilung 1t imliziert Proposition 3-1, dass der durch ein (2)-
fallendes Mobilitadtsfunktional induzierte Gleichgewichtsindex mit Dardanoni's (1993)
partieller Ordnungsrelation koharent ist. In dieser Klasse von Ubergangsdynamiken
gilt zudem fur (2)-fallende Mobilitatsfunktionale F, dass die Matrix perfekter Mobilitat

M= den maximalen Gleichgewichts-Indexwert erreicht (Mg(IM)=MZ(P)

0 P O Mp,).%" Dies deshalb, weil T"-diag(m)-(M — P)-T < 0 fir alle Ubergangsmatrizen

P dieser Klasse (Dardanoni 1993, Theorem 2).

% |n diesen Fallen enthilt die (KxK)-Matrix T -diag(m):(P — Q)-T sowohl positive wie auch negative
Elemente. Auch bei Beschrankung auf monotone Matrizen mit identischer Limesverteilung lassen

sich solche Beispiele konstruieren.

®" Dabei entspricht | dem (Kx1)-Vektor aus lauter Einsen. Die Matrix I enthalt lauter Zeilen die iden-

tisch mit der Gleichgewichtsverteilung 1t sind. Matrizen mit identischen Zeilen werden in der Litera-

tur oft als perfekt oder maximal mobil bezeichnet.
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KOROLLAR 3-1: Sind P und Q zwei monotone Ubergangsmatrizen mit derselben
Gleichgewichtsverteilung 1t sowie pj = g fiir alle i #j und p; > qg; fir mindestens
ein i #j, dann ist T -diag(m)-(P — Q)-T < 0. Dies impliziert fir (2)-fallende Mobili-
tatsfunktionale F, dass Mg (P) = MZ(Q).

BEwEIS: Vergleiche Dardanoni (1993, Appendix 2) fur den ersten Teil, die Implikation

folgt dann aus Proposition 3-1.

KOROLLAR 3-2: Gegeben seien zwei monotone Ubergangsmatrizen P und Q mit iden-
tischer Gleichgewichtsverteilung 1t sowie ein (2)-fallendes Mobilitatsfunktional F.
Mit Ap und Aq seien die (K-1)x(K-1)-Matrizen in der oberen linken Ecke von
T'P-T respektive T'-Q'T bezeichnet. Dann folgt implizit aus Aq=Ap, dass
T -diag(m)-(P — Q)-T < 0 ist. Daraus folgt dann, dass Mg (P) = MZ(Q) gilt.

BEwEIS: Vergleiche Dardanoni (1993, Appendix 2) fur den ersten Teil, die Implikation

folgt dann aus Proposition 3-1.

Diese Korollare zeigen, dass die Spezifikation des Gleichgewichtsindexes mit (2)-
fallendem Mobilitatsfunktional im Falle von monotonen Transitionsmatrizen mit iden-
tischer Limesverteilung koharent ist mit Conlisk's (1990) schwachem D-Kriterium wie
auch mit Shorrocks' (1978) Monotoniekriterium. Somit erflllt der Gleichgewichtsindex
in diesen Fallen alle Persistenzkriterien (vergleiche Geweke, Marshall und Zarkin
(1986)).

3.4 GROSSE ABWEICHUNGEN VON MOBILITATSFUNKTIONALEN

Um den mit einem Gleichgewichtsindex korrespondierenden Konvergenzindex, den
sogenannten Periodenindex, zu definieren, werden in diesem Abschnitt vorerst eini-
ge dazu bendtigte Konzepte eingeflihrt. So wird hier gezeigt, dass die empirische
Mobilitdt mit einer exponentiellen Rate gegen den korrespondierenden Gileichge-
wichtsindex strebt. Die Herleitung dieses Resultats sowie der Ausdruck der Konver-

genzrate werden als Hauptwerkzeuge bei der Analyse der Periodenmobilitat dienen.
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Um dabei den Fokus nicht zu verlieren und aus Griinden der Ubersichtlichkeit wer-
den die noch einzufiihrenden Konzepte sowie entsprechende kurze Erlauterungen
an dieser Stelle in Tabelle 3-2 vorweggenommen.

Konzept Symbol | Erlauterung

Maximal mégliche Omax(P) | Unter der Dynamik P und dem gewéhlten Mobilitatsfunktional F
empirische Mobilitat existiert eine positive Wahrscheinlichkeit daflir, dass die empirische
Mobilitdt entlang eines Einkommenspfads Uber dem Gleichge-
wichtsindex Mg (P) liegt. Mit zunehmender Pfadlange konvergiert
diese Wahrscheinlichkeit gegen 0. Die unter P maximal mégliche

empirische Mobilitat wird mit am.«(P) bezeichnet.

Schwellenwert gros- | a Betrachtet werden Einkommenspfade mit einer empirischen Mobili-
ser Abweichungen tat oberhalb des vorgegebenen Schwellenwerts o, welcher zwi-
schen der Gleichgewichts- und der maximalen empirischen Mobili-
tat gewahlt wird. Es ist dann von grossen Abweichungen oberhalb
des Schwellenwerts a die Rede. Von Interesse ist die Konvergenz-
rate, mit welcher die Realisationswahrscheinlichkeit solcher Pfade
bei zunehmender Pfadlange gegen 0 strebt. Diese Konvergenzrate
wird dann bendtigt, um den mit dem entsprechenden Gleichge-
wichtsindex Uber das gewahlte Mobilitdtsfunktional verbundenen

Periodenindex zu definieren.

Perron-Frobenius Pp() Die Perron-Frobenius Transformierte von P ist unter allen Uber-
Transformierte gangsdynamiken, deren Gleichgewichtsindex dem vorgegebenen
Schwellenwert a entspricht, diejenige, welche die Realisations-
wahrscheinlichkeit von Einkommenspfaden mit einer empirischen
Mobilitéat grésser oder gleich dem Schwellenwert a maximiert. Um
die Realisationswahrscheinlichkeit grosser Abweichungen nicht zu
unterschéatzen ist es notwendig, diese maximale Wahrscheinlichkeit
zu bestimmen. Die relative Entropie von Pgg, hinsichtlich P liefert
dann die gesuchte Konvergenzrate und fiihrt so zur Definition der

Periodenmobilitat von P.

Tabelle 3-2: Ubersicht {iber Konzepte zur Untersuchung der Asymptotik der empirischen Mobilitat
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3.4.1 Die Perron-Frobenius Transformation

DEFINITION 3-5: Es seien P und Q zwei regulare Markovketten mit korrespondieren-
den primitiven Ubergangsmatrizen P und Q sowie Gleichgewichtsverteilungen 1
und To. Wenn Q absolut stetig hinsichtlich P ist,%

Hr(@Q|P) von Q hinsichtlich P bis zur Periode T auf der o-Algebra

>1=0(X;, 0=<1t<T)definiert durch

dann ist die relative Entropie

Q

H.(Q|P) jlogd daQ .

zT

Die Radon-Nikodym Ableitung von Q hinsichtlich P auf Zr ist wie folgt definiert:

dQ T[Qomo1D"|]qT—1T
| = X XoX XriX Q b —a.s.
dPl; Ty, My, Ll Px, x,

Die relative Entropie von Q hinsichtlich P bis zur Periode T entspricht somit dem
Erwartungswert hinsichtlich Q der logarithmierten Radon-Nikodym Ableitung von
Q hinsichtlich P.

Zudem ist die spezifische relative Entropie pro Periode h(Q | P) der Ubergangs-
matrix Q hinsichtlich P definiert gemass (Rosenblatt 1974, Kapitel V,d)

h@]P) = lim L. (@)= ZT[Q,EZq”EIng” 63

DEFINITION 3-6: Flr ein gegebenes Mobilitatsfunktional F und jedes B 0O ist die
Perron-Frobenius-Transformierte Pp = (pg.)ij-1.-x €iner irreduziblen Ubergangs-

matrix P durch die folgende Matrix definiert:

- j i - B}
Ppi = , mit ag; =p; e .

%2 In der Sprache der Ubergangsmatrizen bedeutet dies: pjj = 0 impliziert g; = 0.

% Die spezifische relative Entropie h(Q|P) besitzt dieselben Eigenschaften, wie sie in Kapitel 2 auf

Seite 25 flr die relative Entropie zwischen zwei zweidimensionalen Dichtematrizen beschrieben
wurden. Insbesondere ist h(Q|P) eine nichtnegative Funktion von Q die dann und nur dann den mi-

nimalen Wert 0 annimmt, wenn Q = P ist.
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Dabei ist rg >> 0 ein rechter Eigenvektor der zu Ag gehort, dem gréssten positiven
Eigenwert der Matrix Ag = (ag,j)ij=1,- k- Die Menge der Matrizen {Pg} = {Pg | B T [}

wird exponentielle Perron-Frobenius-Familie von P genannt.

Die Perron-Frobenius-Transformierte ist auch unter der Bezeichnung "twisted transi-
tion matrix" bekannt. Die Matrix Ag wird, fir > 0, durch exponentielles Aufblahen der
positiven Nichtdiagonalelemente von P generiert. Wegen f; = 0 entsprechen die Dia-
gonalelemente von Ag denjenigen von P. Je hoher ein zu einem Element p; gehéren-
der Funktionalwert f; ist, desto starker wird ersterer aufgeblaht. Da die durch diesen
Prozess produzierte Matrix Ag keine Ubergangsmatrix mehr ist, wird sie renormiert
um die Transitionsmatrix Pg zu erhalten. Je grésser B gewahlt wird, desto starker ist
in jeder Zeile von P die Verlagerung der Gewichte hin zu jenen positiven Elementen
pij, welche die grossten korrespondierenden Funktionalwerte f;; besitzen. Da sich das
Gewicht somit von Hauptdiagonal- zu Nichtdiagonalelementen verschiebt, wird intui-
tiv klar, dass die so konstruierte Perron-Frobenius Matrix Pg mobiler als die zugrun-
deliegende Transitionsmatrix P sein muss, solange B > 0 ist. Zudem muss mit stei-
gendem 3 der Gleichgewichtsindex von Pg zunehmen. Bevor diese intuitiven Einsich-
ten bewiesen werden, wird aufgezeigt, dass Pj fiir jede irreduzible Ubergangsmatrix

P wohl definiert ist.

PROPOSITION 3-2: Filr jede irreduzible Ubergangsmatrix P haben Ag und die Perron-
Frobenius-Transformierte Pg von P, welche beide in Definition 3-6 eingefthrt
wurden, die folgenden Eigenschaften:

()  Agist irreduzibel. Somit ist Ag ein einfacher Eigenwert, welcher gerade dem

t.64

Spektralradius von Ag entspricht.” Zu diesem Eigenwert korrespondieren

64 Ag ist dann ein einfacher Eigenwert, wenn Ag bei der Lésung des Eigenwertproblems nur einmal
und nicht mehrfach vorkommt. Zu Ay existieren dann je ein linear unabhangiger linker respektive
rechter Eigenvektor. Da Az dem Spektralradius von Ag entspricht, ist Ag reellwertig positiv. Alle an-
deren Eigenwerte der irreduziblen Matrix Ag sind betragsméssig kleiner oder gleich Ag. Ist Ag gar

primitiv, dann sind die restlichen Eigenwerte in ihnrem Betrag sogar strikt kleiner als Ag.
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ein linker und ein rechter Eigenvektor mit /g >> 0, rg>>0 und /g rg=1.

Wenn P eine primitive Matrix ist, so ist auch Ag primitiv.
LA, . . o . .
P. =R; G}\—DRB >0 mit Rg = diag(rg) ist eine irreduzible stochastische Mat-
B

rix mit eindeutiger, invarianter Verteilung g = Rg-/p. Falls P primitiv ist, trifft

dies auch fir Pg zu.

.
A

. aye . . . T = B _ .

Falls P primitiv ist, dann ist QTOPBT —p[rl R;' EEE] R, =10% mit

t =(1,~,1)". Die Auflésung dieses Grenzwerts nach Ag ergibt elementwei-

— ; 65
se betrachtet a{l) = AT [, 7, (1 +Ole] )| mit 0 < g5 < 1.

BEWEIS: Es handelt sich hierbei um Standardresultate basierend auf dem Perron-

Frobenius-Theorem wie sie zum Beispiel in Seneta (1981) oder Berman und

Plemmons (1994) gefunden werden kénnen.

Aus (i) wird ersichtlich, dass rg keine Nullkoordinate haben kann. Folglich ist eine

Division durch null in der Definition von Pg unmdglich. Aus (ii) geht hervor dass die

Perron-Frobenius-Transformation einen Operator auf der Menge der irreduziblen

respektive der primitiven Ubergangsmatrizen definiert.

5 Mit xi‘j”) ist das Element (i,j) der n-ten Potenz der Matrix X gemeint und nicht die n-te Potenz des

Elements (i,j) der Matrix X, welches mit xj bezeichnet wiirde.

Das Landau-Symbol O(-) hat die folgende Bedeutung: Beim elementweisen Auflésen des Grenz-

wertes aus Proposition 3-2 (iii) nach A; resultiert die Gleichung af) =\ [, (¥, Eﬁ1 +g(T)]. Die
komplizierte Funktion g(T) kann durch die einfache Funktion sg (mit 0 < g < 1) angendhert wer-

den. Dabei gilt der Zusammenhang g(T) = O(sg) , mit der Bedeutung:

Oc>0, Ong>0, Onzng: g(T)<cgg .

Dabei ist ¢ konstant. In Worten ausgedrlckt bedeutet dies, dass die Funktion g(T) nicht schneller

mit T wéachst als sg (vergleiche z.B. http://www.wikipedia.org/wiki/Big_O_notation).
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In Proposition 3-3 sind die Eigenschaften von Ag, dem reellen und betragsmassig

grossten Eigenwert der Matrix Ag, zusammengefasst.

ProPOSITION 3-3: Fiir jede irreduzible Ubergangsmatrix P mit positiver Spur besitzt

der in Definition 3-6 definierte Eigenwert Ag die folgenden Eigenschaften:
()  Der Definitionsbereich von Ag (als Funktion von B) ist 0.

(i) Ao=Apo=1.

(iif)  Ag ist streng monoton wachsend in .

(iv) Agist unendlich oft differenzierbar (= analytisch).

(v) Apsowie log Ag sind strikt konvexe Funktionen von f3.

I

A K K .
i =Mg(P,) und }\_0 =N = 21, [ p; O, =M (P) wobei
R = 0 p =

=

|

I
Mx
?f.:‘
9=
=

o

T, die invariante Verteilung von Py ist.

BEWEISE: Vergleiche Appendix, Abschnitt 9.2.2.

Es gilt hier festzuhalten, dass die Annahme Spur(P) > 0 sicherstellt, dass log Ag nicht
linear in B sein kann und somit strikt konvex und nicht bloss konvex sein muss. Wie
durch Gegenbeispiele gezeigt werden kann, wiirde die Annahme der Primitivitat von
P alleine nicht genligen, um dies sicherzustellen. Aus (v) und (vi) lasst sich erken-

nen, dass MZ(P;) wachsend in B ist, weil A;/A;, die Ableitung der strikt konvexen

Funktion log Ag, eine wachsende Funktion von f3 ist.

3.4.2 Maximal erreichbare empirische Mobilitat

Es soll nun die maximale empirische Mobilitat amax(P) betrachtet werden, welche mit
positiver Wahrscheinlichkeit unter einer Dynamik P und einem Mobilitatsfunktional F
realisierbar ist. Um diese herzuleiten sollen hier einige Grundlagen nochmals kurz
dargestellt werden. Individuen kdénnen zwischen K Zustanden wechseln. Das Mobili-
tatsfunktional F bewertet Zustandswechsel positiv, das Verharren in einem Zustand

erhélt das Gewicht Null. Damit die empirische Mobilitat ihr Maximum amax(P) erreicht,
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muss sich ein Individuum immer so zwischen den Zustanden bewegen, dass die
Bewegungen durch das Funktional jeweils mit mdglichst hohen Werten bewertet
werden. Zudem bedeutet die Tatsache der endlichen Dimension K, dass das Indivi-
duum nach einer gewissen Anzahl von N < K Bewegungen wieder seinen Ausgangs-
zustand erreicht. Dies bedeutet, dass amax(P) durch einen Kreispfad der Lange N
charakterisiert werden kann. Um onyax(P) formal auszudriicken wird hier, analog zum
stochastischen Prozess {X}, die Variablenfolge {I,} mit n=0,1,2,-,N eingeflhrt.
Dabei kann die Variable |, Werte innerhalb des endlichen Zustandsraums
Z ={1,2,--,K} annehmen. Die gesuchte maximale Mobilitat amax(P) ist nun bestimmt
durch denjenigen Pfad aus der Menge aller méglichen Kreispfade {lo,l1,--,In}, welcher
die zugehdrige empirische Mobilitat maximiert (es ist durchaus méglich, dass mehre-
re unterschiedliche Kreispfade die empirische Mobilitat maximieren). Mit den getrof-
fenen Konventionen I&asst sich amax(P) folgendermassen ausdriicken:
1 N
(3-2) ap,(P)= max —Df <.

alle Kreispfade =1

Bei einem Kreispfad {lo,l1,*+,In} sind die I4,-+,Iy alle unterschiedlich, Iy entspricht je-
doch Iy. Da das Mobilitatsfunktional so definiert wurde, dass fi = 0 flr alle i, wird das
Maximum durch einen Kreispfad der Ld&nge N mit 2 < N < K erreicht. Typischerweise
hangt der Wert von amax(P) nicht von den tatsachlichen Wahrscheinlichkeiten in P ab,
er wird nur durch die Positionen von eventuellen Nullelementen in der Matrix P mit-
bestimmt. Somit milssen &quivalente Ubergangsmatrizen denselben Wert fiir dimax(P)
aufweisen.®® Im speziellen haben alle positiven Matrizen derselben Dimension das-
selbe amax(P).8” Zudem gilt fiir alle positiven (KxK)-Ubergangsmatrizen P sowie alle

Mobilitatsfunktionale F, dass amax(P) nur noch vom gewahlten Funktional F abhangig

% zwei Ubergangsmatrizen P und Q sind aquivalent dann und nur dann, wenn p;j = 0 impliziert, dass

gi = 0 und g; = 0 impliziert, dass p;; = 0.

 Im Anhang in Abschnitt 9.2.5 wird 0, fUr zwei Matrizen hergeleitet. FUr ein intuitiveres Verstand-

nis der maximal méglichen empirischen Mobilitat sei hier auf diese beiden Beispiele verwiesen.
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ist und deshalb mit a“

max

bezeichnet wird. Fiir die Menge aller (KxK)-Ubergangs-
matrizen Q gilt dann, dass

aE’laX 2 amaX(Q) )

wobei Gleichheit sicher dann erreicht wird, wenn Q positiv ist. Die Positivitat von Q ist

jedoch nicht zwingend notwendig damit Gleichheit erreicht werden kann.

3.4.3 Das Prinzip der grossen Abweichungen

Die Grundlagen zur Formulierung des Haupttheorems sind nun vorhanden. Es soll
hier nochmals festgehalten werden, dass dieses Theorem nicht neu ist. Es lasst sich
als Spezialfall einer allgemeinen Theorie interpretieren (Iscoe, Ney, und Nummelin
1985; Ney und Nummelin 1987a, 1987b; Deuschel und Stroock 1989; Dembo und
Zeitouni 1998). Da die Anwendung und Berechnung in den Vordergrund gestellt
werden soll, wird hier trotzdem eine in sich geschlossene und vollkommen auf die
prasentierte Anwendung angepasste Version des Theorems grosser Abweichungen
formuliert und bewiesen.

PROPOSITION 3-4: Fiir jede irreduzible Ubergangsmatrix P mit strikt positiver Spur ist
die Legendre-Fenchel-Transformierte I(a) von log Ag flr alle méglichen Schwel-

lenwerte a O(MZ(P),a.,., (P)) gegeben durch
(o) = ~in (logh, — o B)= sﬁgmp(a [B-logA,)= o [B(a) ~1ogA 4q) »

wobei B(a) positiv, endlich und eindeutig ist.
BEWEIS: Vergleiche Abschnitt 9.2.2 im Anhang.

Die Annahme der positiven Spur der Ubergangsmatrix P hat zur Folge, dass

d,.(P)>M:(P) ist. Somit existiert immer ein nicht-trivialer Schwellenwert

a >Me(P).%8

8 Damit ist der triviale Fall der Gleichheit von Omax(P) und M‘;(P) ausgeschlossen. Bei Gleichheit von

Omax(P) und Mﬁ(P) wéaren Abweichungen oberhalb des Gleichgewichts unméglich. In diesem Fall
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THEOREM 3-2:%° Zu jedem Schwellenwert a O(ME(P),a,.. (P)) existieren ein eindeuti-

ges B(a) O O sowie eine Perron-Frobenius-Transformierte Pg) von P so, dass

OO

]
(i m% og Pr{ST = % D fe x 2 0(} = -I(at) = —sup(a B -log,)
t=1

= —o [B(ar) +10gA o) = ~h(Pyey [P)
. K K
(i) Mﬁ(Pp(a))z ZT[PB(G)J DZpﬁ(a),ij 0, =a .
= j=

BEWEIS: Vergleiche Abschnitt 9.2.2 im Appendix.

Dies bedeutet fur die Realisationswahrscheinlichkeit grosser Abweichungen der

empirischen Mobilitat oberhalb eines Schwellenwerts o O(M¢(P),a,.. (P)):"

69
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wére es somit sinnlos, Konvergenz hin zum Gleichgewicht zu untersuchen. Solch ein Fall kénnte
zum Beispiel flr f; = 1 — &; dann auftreten, wenn P eine Matrix mit Nullen auf der Hauptdiagonalen
und strikt positiven Nichtdiagonalelementen wére. Dieser Fall ist jedoch bei strikt positiver Spur von

P unmdglich.

Hier wird das Theorem in seiner spezifischen Form fir Abweichungen der empirischen Mobilitat
oberhalb des Niveaus der Gleichgewichtsmobilitdt gezeigt. Da auch Abweichungen der empiri-

schen Mobilitat unterhalb o O(0,M:(P)) und somit unterhalb des Gleichgewichtsindexes mdglich

sind, wird in Abschnitt 9.2.2.1 das Theorem noch in allgemeiner Form dargestellt.

Es hat sich gezeigt, dass der Terminus "grosse Abweichung" im in Kapitel 3 verwendeten Kontext
immer wieder zu Missverstandnissen fihrt. In diesem Kapitel wird unter anderem untersucht, wie
gross die Wahrscheinlichkeit von Abweichungen der empirischen Mobilitdit von der Gleichge-
wichtsmobilitat ist. Abweichungen der empirischen Mobilitdt vom entsprechenden Gleichgewichts-
index werden nicht deshalb als grosse Abweichungen bezeichnet, weil die Differenz zwischen em-
pirischer Mobilitét (respektive dem Schwellenwert a zur Berechnung von Pr{St = a}) und zugehéri-
gem Gleichgewichtsindex gross ist. Diese Differenz kann durchaus auch minimal ausfallen (ver-
gleiche Abschnitt 8.4.3.1). Unabh&ngig vom Ausmass dieser Differenz strebt die Wahrscheinlich-
keit, dass die empirische Mobilitdt im Zeitablauf weiterhin entsprechend von der Gleichgewichts-
mobilitdt abweicht, mit zunehmender Zeit exponentiell, das heiss sehr schnell gegen 0. Ereignisse,
deren Realisierungswahrscheinlichkeit im Zeitablauf mit exponentieller Rate verschwindet, sind sel-

tene Ereignisse. Seltene Ereignisse sind jedoch das Anwendungsgebiet der Theorie grosser Ab-
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lim Pr{ST > 0(} =g "Pol)

Folglich zeigt die empirische Mobilitat St eine exponentielle Konvergenzrate, welche
durch die relative Entropie derjenigen Perron-Frobenius-Transformierten Pgq) von P
hinsichtlich P gegeben ist, deren Gleichgewichtsindex gerade dem gewahlten
Schwellenwert a entspricht. Je grosser die Konvergenzrate h(Ppg()|P), desto schneller
konvergiert die empirische Mobilitdt gegen den zugehdrigen Gleichgewichtsindex.
Wenn die empirische Mobilitat auf einem Pfad grosser Abweichungen oberhalb des
Schwellenwerts a ist, was gleichbedeutend mit Gberdurchschnittlich hdufigen Klas-
senwechseln dieses Individuums in der Vergangenheit ist, bedeutet Konvergenz
gegen den Gleichgewichtsindex, dass das Individuum zuklnftig weniger oft zwischen
den Klassen wechselt. Im Gegensatz zum Fall konventioneller Konvergenzindices
geht schnelle Konvergenz somit im hier vorgestellten Kontext nicht mit hoher, son-
dern mit geringer Mobilitat einher.

Der zweite Teil des Theorems zeigt, dass die urspriingliche Ubergangsmatrix P
durch die Perron-Frobenius-Transformation gerade so "verdreht" wird, dass der zu-
gehdrige Gleichgewichtsmobilitidtsindex genau dem gewahlten Schwellenwert a
entspricht. Da die relative Entropie als "gerichtete" Distanz interpretiert werden kann,
ist die durch diese Transformation erzielte Gréssenordnung der "Verdrehung" von P

durch h(Pg«)|P) gegeben.

Obschon die vorgestellte Theorie im Kontext von Markovprozessen in endlichen
Zustandsraumen erarbeitet wurde, lassen sich die prasentierten Konzepte direkt auf
allgemeine Zustandsrdume und generellere Markovprozesse anwenden. Solche
Erweiterungen erfordern jedoch eine hoch technische und analytische Maschinerie
um auch nur die grundlegendsten Theoreme zu etablieren. Zudem muss der Mar-
kovprozess einigen Restriktionen unterworfen werden, um sicherzustellen, dass die
Legendre-Fenchel-Transformierte respektive die konvex Konjugierte von log Ag end-

lich auf einem bestimmten Intervall sind. Diese Restriktionen nehmen typischerweise

weichungen (vergleiche Fussnote 21, S.21). Deshalb ist in diesem Kapitel von grossen Abwei-

chungen der empirischen Mobilitdt vom Gleichgewichtsindex die Rede.
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die Form einer "uniform recurrence" Bedingung an (Kim und David 1979, Annahme
A4; Iscoe, Ney und Nummelin 1985, 377). Lemma 9-1 im Appendix (Abschnitt 9.2.2)
zeigt auf, dass eine solche Bedingung im Kontext endlicher Zustandsraume automa-

tisch erfullt wird.

3.5 PERIODENMOBILITAT UND BEISPIELE

3.5.1 Periodenmobilitatsindex

Theorem 3-2 impliziert, dass sich die Wahrscheinlichkeit Pr{St > a} von grossen
Abweichungen der empirischen Mobilitdt St oberhalb eines Schwellenwerts o flr
grosse T approximativ mit exp{-T-h(Pp)|P)} entwickelt. Die exponentielle Rate
h(Pg«)|P) misst deshalb die Geschwindigkeit mit der St gegen MZ(P) konvergiert.

Diese Gegebenheiten fihren zur folgenden Definition des Periodenmobilitdtsindexes:

DEFINITION 3-7: Ausgehend von einer grossen Abweichung oberhalb eines Schwel-

lenwerts a, M¢(P)<a<a,, (P), wird der Periodenmobilitdtsindex ME(P |a) wie

max (

folgt definiert:
Mg(P|a)=e "

Dabei ist Pg) die Perron-Frobenius-Transformierte von P mit der Eigenschaft

ME(Pg,) =a (vergleiche Theorem 3-2). Der Periodenmobilitatsindex wird gleich

1 gesetzt wenn MZ(P)=aqa,, (P). Durch die getroffene Annahme Spur(P) > 0 ist

max (

dieser Fall jedoch ausgeschlossen.

Es kann aufgezeigt werden, dass sich fir den Periodenindex die folgende einfache
Interpretation ergibt: Asymptotisch fir T — o entspricht der Periodenmobilitatsindex
der Wahrscheinlichkeit, dass die empirische Mobilitat im Zeitpunkt T + 1 den Schwel-
lenwert o immer noch Ubertrifft, gegeben dass a schon zum Zeitpunkt T Ubertroffen

wurde:

(8-3) ME(P|a)=IlmPrS;,,2a|S; =aj .
F Tooo
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Der Name Periodenmobilitdt stammt aus dieser Interpretation des Periodenindexes
als bedingte Wahrscheinlichkeit flr fortgesetzte grosse Abweichungen der empiri-
schen Mobilitat oberhalb des Schwellenwerts o in der nachsten Periode.”’ Die Dar-
stellung des Periodenindexes als Wahrscheinlichkeit garantiert, dass er zwischen 0
und 1 liegen muss. Ein Indexwert nahe bei 0 bedeutet geringe, ein Wert nahe bei 1
steht far grosse Periodenmobilitat. Im hier diskutierten Kontext bedeutet eine hohe
Periodenmobilitét, dass die untersuchte Dynamik ein grosses Potential fiir Bewegun-
gen zwischen den Klassen aufweisen muss. Dabei gilt es zu beachten, dass Dyna-
miken mit geringerem Bewegungspotential schneller gegen ihren Gleichgewichtsin-
dex konvergieren, falls sich die empirische Mobilitdt gegenwartig oberhalb des
Schwellenwerts a befinden sollte. Schnelle Konvergenz zum Gleichgewichtsindex
hat somit einen niedrigen, langsame Konvergenz einen hohen Periodenmobilitatsin-

dex zur Folge.

Bei der Bestimmung der Periodenmobilitat stellt sich die Frage, bei welchem Schwel-
lenwert a oberhalb der Gleichgewichtsmobilitdt diese berechnet werden soll. Dabei
gilt es, gewisse Zusammenhange zu vergegenwartigen. Fiir jede Ubergangsmatrix P
kann der Schwellenwert a fiir grosse Abweichungen oberhalb des Gleichgewichtsin-

dexes aus dem fur diese Dynamik spezifischen Intervall (Mg (P),a ., (P) ) gewahit

werden. Im folgenden seien die zwei unterschiedlichen Ubergangsmatrizen P und Q
gegeben, welche hinsichtlich ihrer Periodenmobilitat verglichen werden sollen. Dabei
lassen sich die folgenden vier Falle unterschieden:

1. P und Q weisen identische Gleichgewichtsmobilititen sowie maximal mdgliche
empirische Mobilitaten auf: = M (P) =M:(Q), o, (P)=0a,.(Q) .
Die beiden Ubergangsdynamiken besitzen identische Bereiche {(M2(P),a, . (P))
respektive (Mg (Q),a .. (Q) )} fir die Wahl des Schwellenwerts, bei dem die Perio-

denmobilitdt bestimmt werden soll. Sie kénnen ohne weiteres bei jedem Wert a
aus diesem Bereich verglichen werden. Ein Vergleich bei einem Schwellenwert

a O (Mi(P),a,.., (P) ) bedeutet hier, dass die beiden Dynamiken bei identischen

3~ max

"' Die Herleitung dieser Interpretation findet sich in Abschnitt 9.2.2 im Appendix.



70 3 Messung der Mobilitat

absoluten Abstanden von ihren Gleichgewichtsindices (a-MgZ(P)=a-M:(Q) )

verglichen werden.

2. P und Q haben denselben Gleichgewichtsindex, jedoch unterschiedliche maximal
mdogliche Mobilitdten: = z.B. Mi(P) =MZ(Q), o, (P)<a,.(Q) .
Hier ist der Bereich fur die Wahl von a fiir die Dynamik P kleiner als fir Q. Die bei-

den Dynamiken lassen sich bei allen Werten von o O (M:(P),a,.., (P) ) verglei-
chen. Wie in Fall 1 bedeutet ein Vergleich bei einem Wert a O (Mg (P),0 .., (P) ),

dass die beiden Dynamiken bei identischen absoluten Abstédnden von ihren
Gleichgewichtsindices verglichen werden (a -MZ(P) =a -MZ(Q) ).
FOr a O (dmax(P), 0max(Q) ) kann nur noch die Periodenmobilitat der Dynamik Q

bestimmt werden.

3. P und Q haben verschiedene Gleichgewichtsindices, jedoch identische maximal
mdogliche Mobilitdten: = z.B. MZ(P) <Mg(Q), o, (P)=0a,.(Q) .

Diese Dynamiken liessen sich bei allen Schwellenwerten a O (MZ(Q),a,.., (Q) )

vergleichen. Ein solcher Vergleich ist aber wenig sinnvoll. Wahrend in den Fallen 1
und 2 ein Vergleich bei identischen Werten fir a immer auch bedeutet, dass die
beiden Dynamiken bei gleichen Abstanden von ihren Gleichgewichtsindices ver-
glichen werden, sind hier die Abstande vom Gleichgewicht nicht mehr identisch
(a=Mg(P)# a -M:(Q) ).

4. P und Q haben sowohl unterschiedliche Gleichgewichtsindices wie auch maximal
mdogliche Mobilitdten: = z.B. MZ(P) <Mg(Q), o, (P)<a,.(Q) .

Die beiden Dynamiken liessen sich bei allen Werten o O (M (Q),a .., (P) ) verglei-

chen. Aus denselben Griinden wie bei Fall 3 ist ein solcher Vergleich nicht sinn-

voll.

Im ersten Fall ware ein Vergleich bei identischen Werten von a sicher sinnvoll. Bei
Fall zwei spielt jedoch schon die Art des Vergleichs eine Rolle. Sollen hier die Dyna-
miken bei identischen absoluten Abstidnden oberhalb ihres Gleichgewichtsindexes

verglichen werden, kann dies bei identischen a erfolgen. Falls jedoch das Verhalten
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der Periodenmobilitat beim gleichen Prozentsatz des jeweils maximal mdglichen Ab-

stands oberhalb des Gleichgewichts (a,.., (P)-MgZ(P) respektive a,., (Q)-M:(Q))

interessiert, muss a flr die zu vergleichenden Dynamiken zwangslaufig unterschied-
liche Werte annehmen. In den Fallen drei und vier ist ein Vergleich bei identischen a
komplett sinnlos. Ein solcher Vergleich wirde die Periodenmobilitdt weder bei glei-
chen absoluten noch bei identischen relativen Abstanden oberhalb des entsprechen-
den Gleichgewichts bestimmen. Hier wird sofort klar, dass ein sinnvoller Vergleich

der Periodenmobilitdten bei unterschiedlichen a erfolgen muss.

Im folgenden wird die Wahl des Schwellenwerts o oberhalb des Gleichgewichts je-
weils so getroffen, dass ein Vergleich der Periodenmobilitdten unterschiedlicher
Ubergangsmatrizen bei identischer prozentualer Abweichung von ihren Gleichge-
wichtsindices stattfindet. Der Schwellenwert a wird also fiir jede Ubergangsdynamik
P individuell so festgelegt, dass der Vergleich der Periodenmobilitdten bei gleichem
Prozentsatz y der Differenz zwischen der jeweils maximal méglichen empirischen
und der gleichgewichtigen Mobilitat (a,.. (P) —Mg(P) ) erfolgt:

max(
(3-4) a=Mg(P)+yda,. (P)-M(P)), wobei 0<y<1.

Die Wahl von y kann somit unabhangig von P getroffen werden. Da damit unter-
schiedliche Ubergangsmatrizen beim selben Prozentsatz v ihrer spezifischen Diffe-
renz zwischen maximal erreichbarer empirischer Mobilitdt und Gleichgewichtsindex
verglichen werden, wird hier ein relativer Vergleich angestellt. Dieser relative Ver-
gleich entspricht dem Vergleich bei identischen absoluten Distanzen oberhalb des
jeweiligen Gleichgewichtsindexes dann, wenn die zu vergleichenden Dynamiken
gleich grosse Differenzen zwischen maximaler empirischer und gleichgewichtiger
Mobilitat (a,.,, (P) —MgZ(P) ) aufweisen. Dies ist sicher immer dann der Fall, wenn die

max (

betrachteten Matrizen sowohl denselben Gleichgewichtsindex als auch dieselbe

maximal mégliche empirische Mobilitat amax besitzen (Fall 1).”?

2 Fir eine erweiterte Diskussion bezlglich relativem und absolutem Vergleich der Periodenmobilitat

sei auf Abschnitt 9.2.6 im Appendix verwiesen. Dort wird diese Thematik auch anhand von Beispie-
len illustriert.
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3.5.2 Beispiele

Im folgenden soll der Ansatz anhand von Beispielen illustriert werden. Flr diese
lllustration wurde das Bartholomew-Funktional fj = |i —j| als Mobilitatsfunktional zur
Bestimmung der jeweiligen Gleichgewichts- und Periodenindices benutzt.”> Dazu
werden die folgenden sechs Testmatrizen gewahlt:

Dardanoni-Matrizen

0.6 0.35 0.05 0.6 0.3 0.1 06 04 0
P, =035 04 0.25 P,=(0.3 05 0.2 P,=/03 04 03
0.05 0.25 0.7 0.1 02 0.7 0.1 02 07

Periodenmobilitdtskurven perfekt mobile Matrix approximative Identitatsmatrix
von Py und P, schneiden

sich
0.4 0.55 0.05 1/3 1/3 1/3 0.998 0.001 0.001
P,=/055 0.4 0.05 P.owi =113 13 13 Puew =| 0.001 0.998 0.001
0.05 0.05 0.9 1/3 1/3 1/3 0.001 0.001 0.998

Die ersten drei Matrizen P4, P> und P3 wurden durch Dardanoni (1993) in die Diskus-
sion eingebracht, um damit die Inkonsistenz zwischen verschiedenen Mobilitatsindi-
ces aufzuzeigen. Sie besitzen die Eigenschaft, den selben Bartholomew-Indexwert
aufzuweisen. Py und Pj3 teilen sogar die selben Werte des Index des Verlassens der
gegenwartigen Klasse, des Index der quadrierten Distanz wie auch des Prais'- und
des Eigenwertindex. Zu diesen drei Beispielen wurden noch drei weitere Testmatri-
zen hinzugefligt. Die Transitionsmatrix Px wurde gewahlt um aufzuzeigen, dass sich
die Rangierung verschiedener Ubergangsdynamiken anhand der Periodenmobilitét

bei unterschiedlicher Wahl des Prozentsatzes y zur Bestimmung des Schwellenwerts

" Im Anhang in Abschnitt 9.2.6 werden auch die Resultate der beiden anderen Funktionale aus

Abschnitt 3.3.2 dargestellt. Zudem werden zwei zusatzliche Testmatrizen betrachtet.
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durchaus auch dndern kann (vergleiche hierzu Abbildung 3-1).”* Py teilt mit P; und P3
dieselben Werte aller drei Gleichgewichtsindices sowie des Prais'- und des Eigen-
wertindex. Die Matrix Pnopi enthélt Zeilen, die ihrer invarianten Verteilung entspre-
chen. Ubergangsmatrizen mit identischen Zeilen werden gewdhnlich als perfekt mo-
bil bezeichnet, da die Wahrscheinlichkeit, sich in irgendeine Klasse zu bewegen,
unabhangig davon ist, aus welcher Klasse gestartet wird. Die letzte Matrix Pigent ist
ziemlich nahe bei der ldentitatsmatrix und wird deswegen als Reprasentation eines
Markovprozesses mit geringer Mobilitat betrachtet. Zudem besitzen alle Testmatrizen

s

dieselbe invariante Verteilung = (1/3, 1/3, 1/3)

Ubergangsmatrizen
P1 P2 P3 Px Pmobil Pident
Gleichgewichtsindex * 0.467 0.467 0.467 0.467 0.889 0.002667
Periodenindex ? y=0.5 0.455 0.549 0.755 0.472 0.784 0.063
o Prais' Index ° 0.65 0.6 0.65 0.65 1 0.003
S
=]
5 Eigenwertindex b 0.65 0.6 0.65 0.65 1 0.003
=
) ..
o Index des zweitgréssten
) . b 0.385 0.427 0.4 0.15 1 0.003
2 Eigenwerts
Q Asymptotische Konvergenz-
: . b 0.487 0.557 0.511 0.163 + 00 0.003005
geschwindigkeit
Determinantenindex ° 0.948 0.87 0.94 0.8725 1 0.005991
Omax(P) ? 2 2 4/3 2 2 2
Gleichgewichtsverteilung | (4 4 1) [ 4 4)[( & )G & D6 & D6 3 9

Bartholomew-Mobilitatsfunktional fjj = |i —j|

®  Die Definitionen dieser Indices finden sich in Tabelle 3-1

Tabelle 3-3: Mobilitétsindices und Charakteristika der Beispielmatrizen

Da alle Matrizen mit Ausnahme von Pj strikt positive Elemente besitzen, ist deren

Omax identisch, gleich o und hat den Wert 2. Ein Kreispfad, der diesen Wert gene-

™ Dieses Phanomen lasst sich durchaus auch mit monotonen Matrizen zeigen. Die nicht-monotone

Dynamik P, wurde gewahlt, weil das Phdnomen hier besonders deutlich sichtbar wird.
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riert, ist {1,3,1}. Das Element (1,3) der Ubergangsmatrix Ps ist gleich null, so dass
eine Bewegung von Zustand 1 nach 3 innerhalb einer Periode nicht mdglich ist. In
diesem Fall wird omax zum Beispiel durch den Kreispfad {1,2,3,1} erreicht und ist
somit gleich 4/3.”° In Tabelle 3-3 sind alle Charakteristika der Testmatrizen zusam-
mengefasst.

In der folgenden Diskussion wird mit <, und < die Beziehung "weniger mobil als"

bezeichnet, wobei die Indices e und p bedeuten, dass die Relation beziglich dem
Gleichgewichts- respektive dem Periodenindex definiert ist. Der Gleichgewichtsindex,
hier Bartholomew's Mobilitatsindex, fuhrt zur folgenden Reihung wobei =, Gleichheit

bedeutet:

I:)ident .<e I:)1 :e PZ: PS: P = P

e e X e ' mobil *

Gemaéss dem Gleichgewichtsindex ist Pigent der am wenigsten mobile Prozess, ge-
folgt von den hinsichtlich diesem Index gleichwertigen P+, P2, P3 und Py. Propii ist
deutlich der mobilste Prozess. Diese Reihung ist auch aus Tabelle 3-3 ersichtlich.

Fir jedes y (0 <y < 1) mit dem zugehérigen Schwellenwert a flir die Messung der

Periodenmobilitat wird die Gleichung ME(P,,,) =a numerisch nach B gelost. Dieses

B(a) wird dann zur Bestimmung der relativen Entropie von Pg.) bezlglich P und
somit zur Berechnung des korrespondierenden Periodenindexes bendtigt (vergleiche
Theorem 3-2). Da die involvierten Funktionen strikt konvex sind und deshalb ein
eindeutiges Supremum besitzen, sind die vorgenommenen Berechnungen mit kei-
nerlei numerischen Komplikationen verbunden. In Abbildung 3-1 ist der Periodenmo-

bilitdtsindex als Funktion von y aufgezeichnet.

Gemass der Periodenmobilitat stellt sich heraus, dass die Ordnungsrelation der Mat-
rizen P1, P2, P3, Pmobi Und Pigent Uber den gesamten Definitionsbereich von y erhalten

bleibt. Dass dem nicht zwingend so sein muss zeigt die Schnittstelle der Dynamiken

® Zur Bestimmung der maximal mdglichen empirischen Mobilitit am., sei auf die Beispiele in Ab-

schnitt 9.2.5 im Anhang verwiesen.



3 Messung der Mobilitat 75

P> und Py bei y = 0.2884. Bei kleineren Werten von y erweist sich P4 als mobiler, bei

grésseren y ist P, die mobilere Dynamik.

09—\ ---F-—- NN -

08F---N-t------lo - NN ---d-F

07F-----¥------

06------

0.5F------

exp(n(Py P)

03f------

02f------f------}-----

Odf------booooo ol

o
o
o

Abbildung 3-1: Periodenmobilitdten der Beispielmatrizen

Bei Werten von y< 0.2884 ergibt sich somit die folgende Rangierung gemass der

Periodenmobilitat:

P.gent <5 P, <o P, < P, < P, <o P

mobil *
Bei Werten von y > 0.2884 lautet die Rangfolge wie folgt:

P.gent <5 P, <o P, <o P, < P, <o P

mobil *

Da die Dynamiken P, und Py positiv sind und denselben Gleichgewichtsindex teilen,
entsprechen sich bei einem Vergleich der Periodenmobilitdten die relative und die
absolute Optik. Der Schnittpunkt entspricht einem Schwellenwert von a = 0.9089. Fr

a O(MZ(P),0.9089) ist die Wahrscheinlichkeit fiir fortgesetzte grosse Abweichungen



76 3 Messung der Mobilitat

der empirischen Mobilitat flir die Dynamik Py grésser. Da Py insgesamt weniger Ge-
wicht auf der Hauptdiagonalen aufweist als P> und insbesondere wegen der sehr
hohen Ubergangswahrscheinlichkeiten von jeweils 55% der Ubergange {1,2} und
{2,1} erscheint dies nicht weiter erstaunlich. Fir a 0 (0.9089, dmax(P)) ist die Chance
fortgesetzter grosser Abweichungen fir P, grosser. Auch dieser Sachverhalt lasst
sich intuitiv begriinden. Erstens tragt fir alle o > 1 das blosse Uberspringen einer
einzigen Klassengrenze nicht mehr zur Erhéhung der empirischen Mobilitat bei. Die
hohe Wahrscheinlichkeit der Ubergange {1,2} und {2,1} der Matrix P,, durch das
Bartholomew-Funktional mit dem Gewicht 1 versehen, helfen somit in diesem Be-
reich von a nicht mehr, die Wahrscheinlichkeit fortgesetzter grosser Abweichungen
der empirischen Mobilitdt auf einem hohen Niveau zu halten. Zweitens weist die
Dynamik P, (iber die héheren Wahrscheinlichkeiten fir das Uberspringen zweier
Klassen auf (Ubergénge {1,3} und {3,1}). Diese Ubergange erhalten durch das Bar-
tholomew-Funktional das Gewicht 2 und tragen somit in diesem Bereich von a dazu
bei, dass die Wahrscheinlichkeit fortgesetzter grosser Abweichungen im Vergleich
mit Py erhdht ist. Somit erscheint auch das Verhalten der Periodenmobilitdten ober-
halb von a = 0.9089 plausibel.”® Bei dieser kurzen Analyse des Verhaltens der Dy-
namiken P, und Py hinsichtlich ihrer Periodenmobilitat wird deutlich, dass der hier
vorgestellte Ansatz der Mobilitdtsmessung Uber ein Mobilitatsfunktional den Gehalt
der Analyse deutlich vertieft. Ohne die Bewertungen von Einkommensklassenwech-
seln durch das Funktional liesse sich der Schnittpunkt der beiden Periodenmobili-
tatskurven nicht intuitiv erklaren. In den Kapiteln 8 und 9 finden sich weitere Mobili-
tatsdiskussionen, die diesen Vorteil verdeutlichen.

In Tabelle 3-3 sind die jeweiligen Werte des Periodenindexes fir den willkirlichen
Wert von y= 0.5 berechnet worden. Dies bedeutet, dass die Periodenmobilitdt bei

einem Schwellenwert a gemessen wird, welcher genau in der Mitte des entspre-

® Im Anhang in Abschnitt 9.2.6.4 findet sich eine ausfihrlichere Diskussion Uber die Periodenmobili-
tatskurven der Dynamiken P, und P,. Dieser Vergleich der Periodenmobilitdten wird dort Gber den
gesamten mdglichen Definitionsbereich fir den Schwellenwert a zur Bestimmung der Periodenmo-

bilitat (a O (0, amax(P)) ) angestellt.
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chenden amax und dem Wert des zugehérigen Gleichgewichtsindex liegt. In anderen
Worten ausgedrickt wird der Periodenindex bei 50 % der maximal mdéglichen Dis-
tanz der empirischen Mobilitdt vom Gleichgewicht gemessen. Auch beim Periodenin-
dex ist Pmopii der mobilste Prozess. Unabhangig vom gewahlten Schwellenwert a sind
die Wahrscheinlichkeiten fir weitere Bewegung und somit weitere Mobilitat unter
diesem Prozess am gréssten. Pigent ist auch hier der Prozess dem die geringste Mo-
bilitat innewohnt. Bei den Dardanoni-Matrizen kénnen nun aussagekraftige und kon-
krete Aussagen hinsichtlich der beiden Aspekte der Mobilitdt gemacht werden. Wah-
rend sich die Matrizen hinsichtlich ihrer Gleichgewichtsmobilitdt nicht unterscheiden
ist es hingegen madglich, sie in Bezug auf ihre Periodenmobilitdt zu rangieren. Aus
Tabelle 3-3 geht bei einem Niveau y von 50 % der maximal mdglichen Distanz zwi-
schen empirischer und gleichgewichtiger Mobilitat hervor, dass P3 der deutlich mo-
bilste Prozess ist, wahrend P die geringste Mobilitat der drei Matrizen beinhaltet.

Tabelle 3-3 enthalt auch eine Ubersicht Giber die Resultate fiir alle in dieser Arbeit
erwdhnten Konvergenzindices. Zur Verdeutlichung der Relevanz des hier vorgestell-
ten Ansatzes sei auf die in Tabelle 3-4 vorgenommene Auflistung fir die Dardanoni-

matrizen inklusive der Dynamik Py hingewiesen. Dabei bedeuten <, und =; "weniger

mobil als" respektive "gleich mobil wie" hinsichtlich konventioneller Konvergenzindi-

ces.
Mobilitatsindex resultierende Rangfolge

Bartholomew-/Gleichgewichtsindex P,=,P,=,P; =, P,
Periodenindex, y= 0.5 Py <, P <o P2 <, Ps
Prais’ Index @ P, <. Py =, Py =, P,
Eigenwertindex® | Py=< Pi= P,= P
Index des zweitgréssten Eigenwerts ® | P, <. P <, Py=<.P, |
Asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit* | P, <. P <, Py=<.P, |
Determinantenindex® | P, < P <. Py=<. P |

a

Die Definitionen dieser Indices finden sich in Tabelle 3-1

Tabelle 3-4: Rangfolge der Dardanonimatrizen (inklusive P,) unter diversen Mobilitatsindices
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Waéhrend sich die Dardanonimatrizen durch den gewahlten Gleichgewichtsindex
nicht unterscheiden lassen, sind die Matrizen jedoch hinsichtlich ihrer Konvergenz-
mobilitat unterscheidbar und lassen sich durch alle Konvergenzindices zumindest
teilweise rangieren. Wird jedoch eine Analyse beider Aspekte der Mobilitdt ange-
strebt, so sind die Resultate dusserst willkirlich und héangen stark von der gewahlten
Kombination aus Gleichgewichts- und Konvergenzindex ab. Der hier prasentierte
Ansatz vermag diese Willkir betrachtlich zu reduzieren. Hier ist nur noch die Wahl
des Mobilitatsfunktionals willkirlich. Wie im Beispiel Anhand der Dynamiken P, und
Py aufgezeigt, kann auch die Wahl von y, dem Prozentsatz der maximal mdglichen
Distanz zwischen empirischer und gleichgewichtiger Mobilitét, bei dem die Perio-
denmobilitat gemessen werden soll, eine gewisse Beliebigkeit ins Spiel bringen.”” Oft
ist die Willkir jedoch auf die Wahl des Mobilitatsfunktionals beschrankt. Ist dieser
Entscheid in solchen Fallen erst einmal getroffen, dann ist das Indexpaar zur Bewer-
tung der beiden Aspekte der Mobilitat festgelegt und der Beliebigkeit ist ein Ende
gesetzt. Kommt es bei einem Mobilitatsvergleich trotzdem zu Uberschneidungen der
Periodenmobilitatskurven zweier Dynamiken, dann ermdglicht das hier vorgeschla-
gene Vorgehen, da der Schnittpunkt der Mobilitatskurven bestimmt werden kann,
dennoch eine vertiefte Diskussion der beiden Mobilitdtsaspekte (vergleiche die Dis-
kussion in Abschnitt 9.2.6.4 im Anhang). Diese Art der Mobilitdtsanalyse ist umfas-
sender als konventionelle Analysen und vertieft den Gehalt von Aussagen zur Mobili-
tat von Markovprozessen.

"7 In Abschnitt 8.4.3 wird demonstriert, dass bei empirischen Untersuchungen der Einkommensdy-
namik anhand von Paneldaten implizit ein Schwellenwert a durch die Daten gegeben ist. Wird die
Periodenmobilitat bei diesem impliziten Schwellenwert gemessen, so ist auch die mdgliche Willkir

bei der Festlegung von a eliminiert.
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3.6 SCHLUSSBETRACHTUNGEN

In diesem Kapitel wurde zwischen zwei Aspekten bei Betrachtungen zur Mobilitat von
Markovketten unterschieden:

» Mobilitat, die im Gleichgewicht eines Markovprozesses auftritt.

* Mobilitdt, die mit der Konvergenz des Prozesses zu seinem Gleichgewicht ein-
hergeht.

Als Konsequenz der beiden Mobilitatsaspekte wird ein Paar von miteinander verbun-
denen Indices vorgeschlagen, von denen jeder je einen der beiden Aspekte misst.
Bei den bisher in der Literatur gebrauchlichen Indices kann oft problemlos eine Kom-
bination von einem Gleichgewichtsindex mit irgend einem die Konvergenzgeschwin-
digkeit messenden Index gefunden werden, mit der sich eine vom Forscher bewusst
oder unbewusst gewtlinschte Aussage stltzen lasst. Diese Art der Willkdr ist beim
hier vorgeschlagenen Indexpaar ausgeschlossen, da die beiden Teilindices durch die
Wahl eines Mobilitédtsfunktionals eng miteinander verknUpft sind.

Kapitel 3 hat aufgezeigt, wie die Wahl eines Mobilitadtsfunktionals simultan einen
Gleichgewichts- und einen Periodenmobilitatsindex bestimmt. Der Gleichgewichtsin-
dex wird definiert als Erwartungswert des Mobilitatsfunktionals hinsichtlich der
gleichgewichtigen Verteilung der zugrundeliegenden Einkommensdynamik. Der Peri-
odenindex ist verknlpft mit der Geschwindigkeit, mit welcher die empirische Mobilitat
gegen den entsprechenden Gleichgewichtsindex konvergiert. Bei einem gegebenen
Schwellenwert flir Abweichungen der empirischen Mobilitat oberhalb des Gleichge-
wichtsindex wurde gezeigt, dass diese Konvergenz mit einer exponentiellen Rate
stattfindet, welche als relative Entropie einer an diesen Schwellenwert angepassten
Ubergangsmatrix hinsichtlich der zugrundeliegenden Ubergangsdynamik ausge-
drickt werden kann. Es wurde auch aufgezeigt, wie sich diese relative Entropie und
somit die Konvergenzrate wie auch der damit verbundene Periodenindex berechnen
lassen. Wegen der erwahnten Reduktion der Willkirr bei der Berechnung beider Mo-
bilitatsaspekte, der verbesserten Interpretierbarkeit der Resultate und weil sich diese
Berechnungen einfach implementieren lassen wird vorgeschlagen, bei empirischen

Untersuchungen jeweils den Gleichgewichts- und den Periodenindex anzugeben.
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Dadurch wird garantiert, dass bei Untersuchungen zur Mobilitat beide Mobilitédtsas-
pekte erfasst werden.

Die Messung der Mobilitat wurde hier auf die Spezifikation eines Mobilitatsfunktionals
reduziert. Diese Art des Vorgehens bietet mehrere Vorteile:

» Die wertende Gewichtung von Bewegungen zwischen Zustanden (Einkommens-
klassen) erscheint als logischer Ausgangspunkt. Dadurch wird auch die Interpre-
tation der Mobilitat wesentlich vereinfacht. Die Bewertung von Bewegungen zwi-
schen Zustéanden ist wesentlich transparenter als Diskussionen Uber das pas-
sende Mobilitatsindex-Funktional auf der Menge der Ubergangsmatrizen.

» Beider Messung beider Aspekte der Mobilitat wird die Willktr erheblich reduziert,
da die Wahl des Mobilitatsfunktionals die beiden Indices simultan festlegt. Die

arbitrare Kombination konventioneller Indices lasst zu viel Spielraum offen.

» Die Techniken grosser Abweichungen lassen sich ohne weiteres auf allgemeine-
re Zustandsrdume und Markovprozesse erweitern. So lassen sich beide Mobili-
tatsindices fur das Funktional der quadrierten Distanz problemlos auf ARMA Pro-

zesse erweitern.

» Der Ansatz der Mobilitatsmessung mittels eines Mobilitatsfunktionals vertieft die
Diskussion bei Mobilitatsvergleichen sowohl bei der gleichgewichtigen respektive
der empirischen Mobilitat (vergleiche z.B. Abschnitt 8.4.2.3) wie auch bei der Pe-
riodenmobilitat (vergleiche z.B. Abschnitt 9.2.6.4).

» Sowohl der Gleichgewichts- als auch der zugehdrige Periodenindex lassen sich
direkt aus einem Datenpanel schatzen, ohne dass zuvor die Ubergangsmatrix
abgeschatzt werden muss (vergleiche hierzu die Abschnitte 8.4.2 und 8.4.3).

Der hier vorgestellte Ansatz tragt zu einem vertieften Verstandnis des Mobilitatspha-
nomens bei und verbessert so die Interpretierbarkeit sowie die Vergleichbarkeit bei
empirischen Anwendungen. Durch Restriktion der Klasse der Mobilitatsfunktionale
auf sogenannte (2)-fallende Funktionale lassen sich, flr die korrespondierenden
Gleichgewichtsindices, interessante Verbindungen zu in der Literatur etablierten
Kriterien und Ordnungsrelationen flir die Mobilitdt monotoner Transitionsmatrizen mit

identischer Gleichgewichtsverteilung herstellen. Solche Indices sind konsistent mit
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Dardanoni's (1993) partieller Ordnungsrelation, Conlisk's (1990) schwachem D-
Kriterium wie auch mit Shorrocks' (1978) Monotoniekriterium. Damit erflllen sie in
diesen Féllen alle Persistenzkriterien (Geweke, Marshall und Zarkin (1986)).
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4 DIE DATENSATZE

Fir die empirischen Untersuchungen wurden zwei Datensatze fiir die USA benutzt.
Es handelt sich dabei um das March Current Population Survey (CPS) und die Panel
Study of Income Dynamics (PSID). Um mégliche Einflisse von Konjunkturzyklen auf
das Einkommen und die Einkommensungleichheit bei Untersuchungen zu Vertei-
lungseffekten der Einkommensbildung mdglichst auszuschliessen, schlugen Burk-
hauser, Cutts, Daly und Jenkins (1999) vor, Einkommensverteilungen zu zwei Zeit-
punkten ahnlichen konjunkturellen Zustands zu vergleichen. Konsequenterweise
untersuchten sie die Einkommensverteilungen der USA 1979 und 1989, also fiir zwei
konjunkturelle Hohepunkte der US-Okonomie. Im empirischen Teil dieser Arbeit wird
dieses Schema beibehalten. Die Querschnittsdaten der CPS-Studie werden dabei
dazu benutzt, die fir die Anwendung der Methode der Minimierung der relativen
Entropie bendtigten Randverteilungen abzuschatzen. Die Paneldaten des PSID-
Datensatzes dienen dann in Kapitel 5 der Erstellung einer Anfangshypothese der zu
schatzenden Einkommensdynamik, welche dann, zur Verbesserung ihrer Aussage-
kraft, an die beobachteten Randverteilungen angepasst wird. Zudem werden die
PSID-Daten in Kapitel 7 dazu benutzt, den Prozess der Einkommensdynamik zwi-
schen Mannern und Frauen zu vergleichen.

4.1 CURRENT POPULATION SURVEY (BURKHAUSER-DATEN)

FUr die Bestimmung der bendtigten Randverteilungen wurde derselbe Datensatz wie
bei Burkhauser et al. (1999) benutzt.”® Diese Daten stammen aus dem March Cur-
rent Population Survey (CPS) und basieren auf dem Haushaltseinkommen in 1989
US-Dollars vor Steuern, jedoch nach Transfers. Im CPS-Datensatz werden Haus-
haltsmitglieder ab dem 15. Altersjahr beriicksichtigt. Unter Verwendung einer Aquiva-
lenzskala mit Elastizitat 0.5 (Quadratwurzel-Skala) wurden die Haushaltseinkommen

8 Die Daten wurden verdankenswerterweise von R.V. Burkhauser, A.C. Cutts, M.C. Daly und S.P.

Jenkins zur Verfligung gestellt.
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in individuelle Einkommen umgewandelt.” Um die Stichprobe der Grundgesamtheit
anzupassen wurde in allen Berechnungen auch das mit jeder Beobachtung assozi-
ierte Gewicht berlcksichtigt. So wird die jeweilige Stichprobe auf die entsprechende
Gesamtbevélkerung der USA extrapoliert. Im Gegensatz zu Burkhauser et al. wurden
die Daten um das allgemeine 6konomische Wachstum bereinigt durch Korrektur der
1979'er Daten auf den Mittelwert der 1989'er Daten. Tabelle 4-1 fasst die statisti-
schen Eckdaten des umgeformten Burkhauser-Datensatzes zusammen.

Zusammenfassende Statistiken
1979 1989
Stichprobengrdsse 65'238 59'941
extrapolierte Grundgesamtheit 218'100'210 246'191'486
Mittelwert 23'061 23'061
Median 20254 19'315
Standardabweichung 15'672 17753

Tabelle 4-1: Statistische Kenngréssen der CPS-Daten

4.2 PANEL STUDY OF INCOME DYNAMICS

Die Datenséatze der Panel Study of Income Dynamics (PSID) sind allgemein Uber
Internet zugénglich.®® Fir diese Arbeit diente der Datensatz "1968-1993 individual
file" als Grundlage. Er enthélt neben einer Vielzahl anderer Daten auch die Jah-
reseinkommen von 53'013 Individuen in den Jahren 1967 bis 1992.

In einem ersten Schritt wurden die in Tabelle 4-2 prasentierten Variablen mit dem

Statistikpaket SAS 6.12 aus dem Rohdatensatz extrahiert und in eine Matlab-

t.81

kompatible Form gebracht.®" Da die Variablen zur Bestimmung der Einkommensar-

" Zur Bestimmung des fiir alle Haushaltsmitglieder identischen Individualeinkommens wird das

Haushaltseinkommen durch die Quadratwurzel der Anzahl Haushaltsmitglieder dividiert. Diesem
Vorgehen liegt die Uberlegung zugrunde, dass die Haushaltsausgaben mit steigender Anzahl
Haushaltsmitglieder unterproportional zunehmen.

8 Internet-Adresse: http://www.isr.umich.edu/src/psid/maindata.html; Datei 68_93ind.zip.

8 Eine ausfuhrlichere Beschreibung der verwendeten Variablen findet sich in Abschnitt 9.3.1 des

Anhangs.
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ten (v30327, v30334, v30658, v30663) mit der Zahl 0 jeweils die Aussage "kein Ein-
kommen" wie auch die sogenannten "missing values" bezeichnen, mussten letztere
zuerst durch ein mihsames Prozedere unter Zuhilfenahme der Eliminationsvariablen
(vergleiche Tabelle 4-2) aus dem Datensatz entfernt werden. Dasselbe trifft auf die
Variablen fir den entsprechenden Einkommensbetrag (v30328, v30335, v30659,
v30669) zu, bei denen mit der Zahl 0 jeweils Einkommen von 0 Dollar als auch "mis-

sing values" bezeichnet werden.

Spalte |Variable |Bedeutung
- 1 v30315 |Beziehung zum Haushaltsvorstand 1980
o 2 v30316 |Alter im Jahr 1980
o 3 v30327 |Art des 1979 erwirtschafteten steuerbaren Einkommens
g § 4 v30328 |Gesamtes 1979 erwirtschaftetes steuerbares Einkommen
s 5 v30330 |Arbeitsstunden im Jahr 1979
= 6 v30334 |Art des 1979 erhaltenen Transfereinkommens
S 7 | v30335 |Gesamtes 1979 erhaltenes Transfereinkommen
8 v30342 |Gewicht des Individuums

- 9 v30644 |Beziehung zum Haushaltsvorstand 1990
a 10 v30645 |Alter im Jahr 1990
=2 11 v30658 |Art des 1989 erwirtschafteten steuerbaren Einkommens
g § 12 v30659 |Gesamtes 1989 erwirtschaftetes steuerbares Einkommen
s 13 v30661 |Arbeitsstunden im Jahr 1989
= 14 v30663 |Art des 1989 erhaltenen Transfereinkommens
S 15 v30669 |[Gesamtes 1989 erhaltenes Transfereinkommen

16 v30686 |Gewicht des Individuums
b e 17 | v30000 |Release Nummer
=) 18 | v30002 [Personennummer
< E 19 v32000 |Geschlecht des Individuums

20 v30001 [1968 Interview Nummer
é c 21 v30313 [1980 Interview Nummer
22 22 ] v30314 |1980 Seguenznummer
e @ 23 v30318 |Indikator Familieneinzug / -auszug 1980
£ § 24 | v30642 [1990 Interview Nummer
] 25 v30643 |1990 Sequenznummer

26 v30649 |Indikator Familieneinzug / -auszug 1990

Tabelle 4-2: PSID-Variablen

Nachdem der Datensatz so von 53'013 auf 11'425 Individuen reduziert wurde muss-
ten noch 36 Personen eliminiert werden, weil sie widersprichliche Angaben zu ihren
Einkommensverhaltnissen gemacht hatten. Von den verbleibenden 11'389 Individuen
wurden nun die Uber 15-jahrigen extrahiert, welche jeweils 1979 und 1989 ein positi-

ves Einkommen (Summe des im jeweiligen Jahr erwirtschafteten steuerbaren Ein-
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kommens sowie des erhaltenen Transfereinkommens) erzielten.®? Dadurch reduzier-
te sich die Stichprobenanzahl weiter auf 6'775 Personen. Diese Stichprobe dient
dann in Kapitel 5 als Basis zur Bestimmung der urspringlichen Hypothese Uber die
Einkommensdynamik in den USA wahrend der Zeitspanne 1979 bis 1989. Um die
Vergleiche im Prozess der Einkommensverteilung zwischen Mannern und Frauen
(vergleiche Kapitel 7) durchfliihren zu kénnen, wurden die 6'775 Individuen noch nach
ihrem Geschlecht gegliedert. Die so erhaltenen Einkommen der resultierenden drei
Datensatze wurden, wie bei den CPS-Daten, auch hier auf den Mittelwert der 89'er
Daten des Burkhauser-Datensatzes korrigiert. In Tabelle 4-3 sind die resultierenden

statistischen Daten dieser drei Datenséatze wiedergegeben.

Zusammenfassende Statistiken
Manner und Frauen Manner Frauen
1979 1989 1979 1989 1979 1989
Stichprobengroésse 6'775 6'775 3'386 3'386 3'389 3'389
Mittelwert 23'061 23'061 23'061 23'061 23'061 23'061
Median 17'746 16'953 20'050 18'244 19'197 17'425
Standardabweichung 21'795 31'104 18'315 27'416 19'022 32'258

Tabelle 4-3: Statistische Kenngréssen der PSID-Daten

8 Da bei Burkhauser et. al. (1999) keine weiteren Einschrankungen gemacht wurden, wurden auch

hier, im Gegensatz zu den im Anhang in Abschnitt 9.4 prasentierten Resultaten der Arbeit von Ae-

bi, Neusser und Steiner (1999), keine weiteren Restriktionen auferlegt.
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5 BESSERE UBERGANGSDYNAMIKEN DURCH EINBEZUG VON
QUERSCHNITTSDATEN

5.1 EINLEITUNG

In diesem Kapitel soll demonstriert werden, wie die Qualitat von reguléar aus Panelda-
ten geschatzten Ubergangsmatrizen verbessert werden kann. Dies geschieht durch
den Einbezug der Information aus Querschnittsverteilungen. Da Querschnitte in der
Regel wesentlich mehr Individuen umfassen als Paneldaten entspricht dieses Vorge-
hen einer Erhéhung des Informationsgehalts und somit einer Verbesserung der
Schatzung der Ubergangsdynamik. Das in diesem Abschnitt praktizierte Vorgehen
entspricht zugleich der naheliegendsten Anwendungsmdglichkeit der in Kapitel 2
vorgestellten Theorie. Dabei werden die Zellhdufigkeiten einer aus Paneldaten gene-
rierten zweidimensionalen Dichtematrix an viel umfangreichere Querschnittsvertei-
lungen angepasst.

Die jungsten Veranderungen in der Einkommensverteilung der USA und anderer
Staaten fUhrten zu einer lebendigen Debatte Uber die wahrscheinlichsten Erkla-
rungsgrinde dieser Entwicklung. Ein Merkmal, dem relativ viel Aufmerksamkeit zu-
gestanden wurde, war die beobachtete Verkleinerung der Mittelklasse. Burkhauser,
Cutts, Daly und Jenkins (1999) gingen diese Thematik an, indem sie sich auf statisti-
sche Schlussfolgerungen und die Messung von Verdnderungen der Einkommensver-
teilung beschrankten. Sie argumentierten, dass sensitive Schlussfolgerungen nur
dann gezogen werden kdnnen, wenn die Veranderungen zwischen Jahren verglichen
werden, in denen sich die Okonomie hinsichtlich Konjunkturzyklen im selben Zustand
befand. Konsequenterweise verglichen sie die US-Einkommensverteilung zu zwei
konjunkturellen Héhepunkten, d.h. 1979 und 1989. Obschon sie signifikante Anstiege
in beiden Enden der Einkommensverteilung fanden, wurde die mit Abstand grdsste
Zunahme in den oberen Einkommenssegmenten festgestellt. Dieses Bild korrespon-
diert allerdings mit der Tatsache, dass die Autoren die Problematik von einem abso-
luten Standpunkt angingen, indem sie nicht um das allgemeine 6konomische Wachs-
tum korrigierten.
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Da die Studie von Burkhauser et al. (1999) nichts Uber die zugrunde liegende Ein-
kommensdynamik aussagt, bleibt sie unvollstandig. Eine Einschatzung der beobach-
teten erhéhten Ungleichheit muss jedoch das Ausmass der sozialen Mobilitat be-
ricksichtigen. Dies ist natirlich leichter gesagt als getan. Wegen der langen Zeit-
spanne zwischen den Spitzen der Konjunkturzyklen existiert ein grosses Problem der
Datenauszehrung. Mit zunehmender Lange der betrachteten Periode steigt logi-
scherweise die Schwierigkeit, eine reprasentative Stichprobe aus einer longitudinalen
Datenbank wie der Panel Study of Income Dynamics (PSID) zu erhalten.

Um diese Licke zu schliessen wird anhand der in Kapitel 2 eingefihrten Methodik
dargestellt, wie vernlnftige Abschatzungen der Einkommensdynamik aus einer
Kombination von Panel- und Querschnittsdaten gewonnen werden kénnen. Konkret
werden die Paneldaten zur Schatzung einer Hypothese Uber die Einkommensdyna-
mik verwendet. Die Methode der Minimierung der relativen Entropie dient dann dazu,
diese urspringliche Hypothese an die aus Querschnittsdaten geschatzten Einkom-
mensverteilungen optimal anzupassen. Dies entspricht einer Qualitatsverbesserung,
da Querschnittsdaten normalerweise eine gréssere Anzahl Individuen umfassen als
Paneldaten. Diese in den Querschnittsdaten enthaltene zusatzliche Information wird
durch die angewandte Methode in die Dynamik eingebracht.

Wie in Abschnitt 2.5 erldutert fuhrt der Ansatz zu einem statistischen Test, welcher
Schlussfolgerungen tber die urspriingliche Hypothese erméglicht. Der Test zeigt an,
ob die zusatzliche Information in den Querschnittsdaten zu einer signifikanten An-
passung der urspringlichen Hypothese fihrt. Da die Anpassung die Interpretation
einer Projektion besitzt, befindet sich die angepasste Hypothese, aus Sicht der ur-
sprunglichen Hypothese, immer "naher" an der wahren, jedoch unbeobachtbaren
Dynamik. Deshalb wird, unabhangig vom Resultat dieses statistischen Tests, fir die
Berechnung von Massen zur Beschreibung wichtiger Aspekte der zeitlichen Entwick-
lung der Einkommensdynamik immer von der angepassten Hypothese ausgegangen.
Dieses Vorgehen wird auch dadurch gerechtfertigt, dass die Anpassung der ur-
springlichen Hypothese an die beobachteten Einkommensquerschnitte teilweise zu
signifikanten Verbesserungen der Schatzung von Mobilitatsindices fuhrt (vergleiche
Abschnitt 8.4).
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Die in Kapitel 2 vorgestellte Methodik wird auf den von Burkhauser et al. (1999) ver-
wendeten Datensatz angewandt. Es wird gezeigt, wie eine aus dem PSID-Datensatz
geschatzte Ubergangsmatrix an die zusétzlich im reprasentativen Datensatz von
Burkhauser et al. (1999) enthaltene Information angepasst werden muss. Zuletzt
werden die Eigenschaften der angepassten Ubergangsmatrix sowie deren Implikati-

onen flr die zukUnftige Entwicklung der Einkommensverteilung diskutiert.

5.2 EMPIRISCHE RESULTATE

Fir die Bestimmung der bendtigten Querschnittsverteilungen der Jahre 1979 und
1989 wurde der mittelwertadjustierte Datensatz von Burkhauser et al. (1999) benutzt
(vergleiche Abschnitt 4.1). Diese Daten stammen aus dem Current Population Sur-
vey (CPS) und basieren auf dem Haushaltseinkommen in 1989 US-Dollars vor Steu-
ern, jedoch nach Transfers. Die geschatzten Dichten der Einkommensverteilungen
von 1979 und 1989 sind in Abbildung 5-1 dargestellt.

adaptive Kerndichteschatzung

oo
-
o
o
o
o

20000 30000 40000 50000 60000 70000

Individuelles aquivalentes Haushaltseinkommen
(vor Steuern, nach Transfers, 1989 USD, angepasst um den Mittelwert)

Abbildung 5-1: Dichteschatzungen der US-Einkommensverteilung
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Sie wurden unter Benutzung des durch Burkhauser et al. (1999) adaptierten Kern-

dichteschétzers geschatzt.®

Die Dichten zeigen den relativ starken Abbau der mittle-
ren bis oberen Mittelklasse sowie die damit einhergehende Zunahme in den obersten

und unteren bis mittleren Einkommensklassen klar auf.

Da der Ansatz auf einem endlichen Zustandsraum basiert, wurde die reelle Zahlen-
gerade in K Intervalle unterteilt. K wurde willkrlich gleich 10 gesetzt, da davon aus-
gegangen werden kann, dass dies gentigt, um die hauptsachlichen Charakteristika
des Einkommensprozesses zu beschreiben. Ferner wurden die Grenzen dieser In-
tervalle so festgelegt, dass letztere, mit Ausnahme des ersten und zehnten Intervalls,
alle dieselbe Lange bei logarithmischer Skala aufweisen. Dies deshalb, weil die
AR(1)-Hypothese aus Abschnitt 6.2.3 logarithmierte Einkommen bendtigt und weil
die fir die Generierung dieser Hypothese notwendigen logarithmierten Gitterpunkte,
welche dann die Einkommensintervalle bestimmen, aquidistant gewahlt werden.®
Die resultierenden Partitionsgrenzen wie auch die resultierenden Einkommensvertei-

lungen der Jahre 1979 und 1989 sind in Tabelle 5-1 zusammengefasst.

Tabelle 5-1 zeigt natirlich dasselbe Phanomen wie Abbildung 5-1, namlich die relativ
starke Reduktion der Dimension der mittleren Einkommensklassen. In den Einkom-
mensklassen 5 bis 8 befinden sich 1989 ungefahr 5% weniger Individuen als 1979.
Diese Abnahme resultierte auf der einen Seite in einer Zunahme in den obersten
zwei Einkommensklassen, jedoch auch in einen Anstieg in den Klassen 1 bis 4.

8 Vergleiche Silverman (1986).

8 Beim AR(1)-Modell wird von der empirisch gut gestiitzten Annahme ausgegangen, die logarithmier-

ten Einkommen seien normalverteilt. Bei der Diskretisierung der logarithmierten Einkommensver-
teilung in K = 10 Einkommensklassen sollten die daraus resultierenden Einkommenshistogramme
die postulierte Normalverteilung der logarithmierten Einkommen naherungsweise widerspiegeln.
Deshalb werden die fir die AR(1)-Hypothese benétigten Gitterpunkte, welche dann zugleich die
Einkommensgrenzen festlegen, dquidistant gewahlt.
Da die Einkommensintervalle fir alle Daten des empirischen Teils gleich bleiben, sollten sie alle
benutzten Daten vernlinftig widerspiegeln. Natirlich missen die Einkommensgrenzen, neben den
durch das AR(1)-Modell auferlegten Einschrankungen, auch den Daten gerecht werden. Vergleiche
hierzu Abschnitt 9.3.2 im Anhang.
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Einkommensklassen | Gitterpunkte des | Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
AR(1)-Prozesses (in %)
Myg79 Mgg9

( -00,5'790 ] 5'000 8.23 10.14
(5790, 7762 ] 6'704 4.81 5.64
(7'762,10'407 ] 8'988 7.13 7.82
(10'407, 13'954 ] 12'051 10.27 10.50
(13'954, 18'708 ] 16'157 14.73 14.19
(18'708 , 25'083 ] 21'662 18.23 16.63
(25'083, 33'630 ] 29'044 16.89 14.97
(33'630, 45'090 ] 38'941 11.71 10.67
(45'090, 60'454 ] 52'210 5.46 5.82
(60'454 , ) 70'000 2.54 3.62

Tabelle 5-1: Einkommensklassen mit zugeh&rigen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen

Der Zweck dieser Analyse ist es, diese Entwicklung durch die Schatzung einer ada-
quaten Ubergangsmatrix zu erklaren. Der kritische Punkt dabei ist die Spezifikation
einer vertretbaren Hypothese. In diesem Kapitel wird eine empirisch basierte Hypo-
these Pmog implementiert. Dies hat den Vorteil, dass die Hypothese nicht a priori

angreifbar ist, da sie aus realen Daten generiert wird.

5.2.1 PSID-Hypothese

Im vorliegenden Beispiel wird die Frage behandelt, wie sich die Qualitat von mittels
Paneldaten geschatzten Einkommensdynamiken durch den Einbezug von Quer-
schnittsdaten verbessern lasst. Da Querschnittsdaten im allgemeinen mehr Individu-
en und somit mehr Information Uber die Einkommensverteilung enthalten, fihrt ihr
Einbezug auch zu einer Verbesserung von mittels Paneldaten geschatzten Uber-
gangsmatrizen. Diese Fragestellung fuhrt zur naheliegendsten Anwendungsart der
Methode der Minimierung der relativen Entropie. Hierzu wird die aus dem PSID-
Panel geschéatzte Ubergangsmatrix als Ausgangspunkt verwendet und dann die, im
Lichte der vollstandigeren Information in den durch Burkhauser et al. (1999) verwen-

deten Querschnitten, wahrscheinlichste Ubergangsdynamik gesucht.

Zu diesem Zweck wurden diejenigen Personen aus dem PSID-Datensatz ausge-
wahlt, welche in den beiden Jahren 1979 und 1989 ein positives Einkommen erziel-
ten. Wie bei den Daten von Burkhauser et al. wurde das Einkommen nach Transfers,
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jedoch vor Steuern berechnet. Dies resultierte in einer Stichprobe von 6'775 Indivi-
duen aus 53'013 (vergleiche Abschnitt 4.2). Diese Art der Datenerosion ist typisch flr
Panels Uber einen langen Zeithorizont und demonstriert die Nutzlichkeit der Kombi-
nation von Paneldaten mit Querschnittsinformation. Zusétzlich wurden die PSID-
Daten auf den 1989'er Mittelwert der von Burkhauser et al. verwendeten Daten ad-
justiert. Basierend auf den so erhaltenen Einkommen wurde eine Ubergangsmatrix
Pmod = Ppsip geschatzt, welche auf den Einkommensklassen in Tabelle 5-1 beruht.®®
Die mittels PSID-Daten geschatzte Ubergangsmatrix liefert eine verniinftige Spezifi-
kation. Im Gegensatz zu den in Kapitel 6 vorgestellten theoriebasierten Modellen
kann die PSID-Hypothese nicht a priori in Frage gestellt werden, da sie auf wirklichen
Daten basiert. Fir die Erstellung der hypothetischen zweidimensionalen Dichte wird,

gemass dem Vorschlag aus Abschnitt 2.4, 1 gleich der beobachteten Anfangsvertei-

O
mod

lung m1g79 gesetzt. Die hypothetische zweidimensionale Dichte D, =Dpgp ist dann

gegeben durch:
Degip =diag(Mm,gze) Pegp -

Mittels der Methode der Minimierung der relativen Entropie wird diese Hypothese
optimal an die beobachteten Querschnittsverteilungen mig79 und myggg angepasst. In
Tabelle 5-2 wird sowohl die optimal adjustierte Ubergangsdynamik Po (fettgedruckt)
wie auch die Hypothese Ppgip (Werte in Klammern) wiedergegeben.

Die Schrédingermultiplikatoren in Abbildung 5-2 sowie die angepasste Matrix in
Tabelle 5-2 (fettgedruckt) zeigen auf, dass die Wahrscheinlichkeiten des Verbleibs in
der tiefsten Einkommensklasse sowie des Abstiegs dorthin betrachtlich vermindert
werden mussen. Zudem mussen die Chancen eines Aufstiegs aus unteren Klassen

erhoht werden.

% Da die Methode die besten Resultate erzielt wenn die Hypothese keine Nullen enthélt, wurde ein
zweidimensionaler Kerndichteschatzer mit Normalverteilungskern und automatischer Wahl der
Fensterbreite benutzt, um das PSID-Modell zu bestimmen (Programm kdest2d.m aus der Matlab-

Toolbox von C.C. Beardah, http://science.ntu.ac.uk/msor/ccb/densest.html).
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0.1015
(0.1020)

0.1070
(0.1011)

0.1231
(0.1142)

0.1284
(0.0999)

0.1087
(0.0805)

0.0797
(0.0668)

0.0410
(0.0335)

0.0175
(0.0136)

0.0078
(0.0071)

0.1417
(0.1406)

0.1238
(0.1156)

0.1055
(0.0967)

0.1141
(0.0877)

0.1005
(0.0735)

0.0660
(0.0547)

0.0360
(0.0290)

0.0141
(0.0108)

0.0059
(0.0053)

0.1264
(0.1313)

0.1402
(0.1371)

0.1389
(0.1333)

0.1508
(0.1213)

0.1154
(0.0884)

0.0665
(0.0577)

0.0361
(0.0305)

0.0152
(0.0122)

0.0066
(0.0062)

0.0925
(0.0997)

0.1348
(0.1366)

0.1675
(0.1666)

0.1767
(0.1473)

0.1335
(0.1060)

0.0794
(0.0713)

0.0408
(0.0357)

0.0167
(0.0139)

0.0079
(0.0077)

0.0649
(0.0731)

0.1053
(0.1116)

0.1506
(0.1566)

0.1844
(0.1608)

0.1802
(0.1495)

0.1196
(0.1124)

0.0603
(0.0552)

0.0253
(0.0220)

0.0103
(0.0104)

0.0396
(0.0465)

0.0675
(0.0745)

0.1080
(0.1171)

0.1701
(0.1545)

0.2250
(0.1946)

0.1816
(0.1778)

0.0945
(0.0901)

0.0384
(0.0348)

0.0150
(0.0158)

0.0231
(0.0278)

0.0426
(0.0482)

0.0728
(0.0807)

0.1332
(0.1239)

0.2116
(0.1874)

0.2257
(0.2264)

0.1551
(0.1515)

0.0697
(0.0647)

0.0319
(0.0345)

0.0131
(0.0159)

0.0281
(0.0321)

0.0514
(0.0577)

0.0960
(0.0903)

0.1575
(0.1412)

0.2172
(0.2203)

0.2185
(0.2160)

0.1318
(0.1237)

0.0707
(0.0772)

0.0076
(0.0093)

0.0184
(0.0211)

0.0352
(0.0395)

0.0695
(0.0655)

0.1214
(0.1089)

0.1784
(0.1813)

0.2292
(0.2269)

0.1937
(0.1822)

0.1377
(0.1507)

0.0050
(0.0060)

0.0096
(0.0108)

0.0211
(0.0233)

0.0498
(0.0461)

0.0861
(0.0759)

0.1217
(0.1214)

0.1746
(0.1697)

0.1888
(0.1744)

0.3370
(0.3623)

Anpassungsfaktoren Uber 1.25

-Anpassungsfaktoren unter 0.8

Tabelle 5-2: Angepasste Ubergangsmatrix Popt (fettgedruckt) und Hypothese Ppgp (in Klammern)

far das PSID Modell

Schrédingermultiplikatoren fir das PSID-Modell

Abbildung 5-2:

5
Einkommensklassen

Schrédingermultiplikatoren der PSID-Hypothese
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Die Mobilitatsdiskussion wird in den Kapiteln 5 bis 7 anhand des Indexpaars geflhrt,
welches durch das Bartholomew-Funktional bestimmt wird (vergleiche Kapitel 3).
Sowohl fiir die urspriingliche als auch fiir die optimal angepasste Hypothese werden
der Bartholomew-Gleichgewichtsindex sowie der korrespondierende Periodenindex
berechnet, letzterer bei 50 % der maximal mdglichen Abweichung oberhalb des
Gleichgewichtsindex. Wahrend Bartholomew's Index den Aspekt der Mobilitat im
Gleichgewichtszustand misst, beschreibt der Periodenmobilitatsindex die Mobilitat,
welche mit der Konvergenz der empirischen Mobilitdt zum ergodischen Zustand
assoziiert ist. Zusatzlich wird, als Beispiel eines konventionellen Konvergenzindexes,
fur alle betrachteten Falle der Prais' Mobilitatsindex bestimmt. In Tabelle 5-3 sind alle
Indexmasse flr die hier betrachtete PSID-Hypothese dargestellt.

Aus Tabelle 5-3 lasst sich entnehmen, dass der Anpassungsprozess zu einer Reduk-
tion sowohl der Gleichgewichts- als auch der Periodenmobilitat fihrt, welche durch
Bartholomew's Index respektive den Periodenmobilitatsindex reprasentiert werden.
Dies bedeutet, dass die angepasste Dynamik, verglichen mit der urspriinglichen
Hypothese, im ergodischen Zustand wie auch wahrend des Prozesses der Konver-
genz zum Gleichgewichtsindex eine tiefere Mobilitdt aufweist. Die Anpassung der
PSID-Hypothese an die CPS-Einkommensquerschnitte fihrt somit zu einer Redukti-
on der Abschéatzung beider Mobilitatsaspekte.

Zudem zeigt Tabelle 5-3, dass der Anpassungsschritt zu einer leichten Erhéhung des
Prais' Index fUhrt. Dieser Index zieht jedoch nur die Elemente der Hauptdiagonale in
Betracht. Ein Blick auf die Hauptdiagonale in Tabelle 5-2 zeigt, dass die Erhéhung
der Mobilitat in der optimal angepassten Ubergangsmatrix im Vergleich zur Hypothe-
se Ppgip durch die Anpassungen nach unten in den Klassen 1, 7 und 10 zustande
kam. Die Anpassungen nach oben in den Kassen 2 bis 6 sowie 8 und 9 zeigen auf,
dass in diesen Klassen die Mobilitdt im Vergleich zur Hypothese abnahm. Die Zu-
nahme der globalen Mobilitdt kommt deshalb zustande, weil der Zuwachs an Mobili-
tat vor allem in der niedrigsten und der héchsten Klasse deutlich grésser ist als der
Anstieg der Persistenz in den Einkommensklassen 2 bis 6 sowie 8 und 9.
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PSID-Modell

Bartholomew's Mobilitatsindex *

Hypothese 1.8821

angepasste Ubergangsmatrix 1.8260
Periodenmobilitatsindex ?

Hypothese 0.2606

angepasste Ubergangsmatrix 0.2457
Prais' Mobilitatsindex ?

Hypothese 0.8702

angepasste Ubergangsmatrix 0.8756
relative Entropie 0.0130
Teststatistik (x°(9)) ° 176.65

a

Die Definitionen dieser Indices finden sich in Tabelle 3-1 und Definition 3-7 in Kapitel 3
Der Test ist auf dem 1%-Niveau signifikant

Tabelle 5-3: Zusammengefasste Masszahlen PSID-Hypothese
Es verbleibt nun noch die Auswertung der Teststatistik (2-17) um den Grad der not-
wendigen Anpassungen der PSID-Hypothese an die Querschnittsverteilungen zu
bewerten. Die Querschnittsverteilungen migzg und mqgge Werden als &quivalent zu
den wahren Verteilungen der Grundgesamtheit betrachtet. Ein Blick auf die Stichpro-
bengrdssen in Tabelle 4-1 zeigt, dass diese Annahme nicht unrealistisch ist. Das
Problem der Anpassung der aus den PSID-Daten geschatzten Ubergangswahr-
scheinlichkeiten an die Querschnittsverteilungen mig79 und myggg kann dann als Prob-
lem der Abschatzung von Zellenwahrscheinlichkeiten einer Kontingenztabelle be-
handelt werden, flr welche die Randdichten bekannt und gegeben sind (Ireland und
Kullback 1968; Aebi 1996; Aebi, Neusser und Steiner 1999). In diesem Falle ent-
spricht die Anzahl n in der Teststatistik (2-17) den 6'775 Beobachtungen aus dem
PSID-Datensatz. Mit dieser Interpretation wird der Wert der Teststatistik gleich
176.65. Auf dem 1%-Niveau betréagt der kritische Wert der x*-Verteilung mit 9 Frei-
heitsgraden 21.67. Dies bedeutet, dass die notwendigen Anpassungen der PSID-
Hypothese signifikant ausfallen. Somit wird die urspriingliche Hypothese zur Erkla-
rung der Einkommensdynamik der USA fiir die Dekade 1979 bis 1989 abgelehnt. Fiir
die weiteren Analysen des Einkommensprozesses der USA wirde auch im Falle
einer Nichtablehnung der initialen Hypothese die angepasste Matrix verwendet, da
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sich diese immer mindestens so nah bei der wahren Dynamik befindet wie die Hypo-
these (vergleiche Abbildung 2-3).

5.2.2 Prognosen

Als letztes Experiment wurde die adjustierte Ubergangsmatrix dazu benutzt, die Ver-
teilung m1gg9 zehn Jahre in die Zukunft zu projizieren. Die entsprechende Verteilung
des Jahres 1999 sowie die implizierte Gleichgewichtsverteilung sind in Tabelle 5-4

enthalten.
Einkommens- Beobachtungen projizierte Verteilungen
klasse angepasstes PSID Modell
M1g79 Mygg9 M1gg9 LU
1 8.23 10.14 10.88 11.32
2 4.81 5.64 5.92 6.08
3 7.13 7.82 7.99 8.11
4 10.27 10.50 10.54 10.60
5 14.73 14.19 14.03 13.99
6 18.23 16.63 16.14 15.93
7 16.89 14.97 14.43 14.15
8 11.71 10.67 10.38 10.17
9 5.46 5.82 5.81 5.73
10 2.54 3.62 3.90 3.93
Acos 0.094 0.108 0.112 0.114
GE,-. 0.199 0.235 0.246 0.252
M1g99 projizierte Einkommensverteilung 1999 basierend auf der angepassten Ubergangsmatrix
und der Anfangsverteilung myggg
m Gleichgewichtsverteilung der angepassten Ubergangsmatrix

Acos Atkinson's Ungleichheitsindex mit € = 0.5
GE,.» Verallgemeinerter Entropieindex mit o = 2

Tabelle 5-4: Projizierte und gleichgewichtige Verteilungen
Fir jede Verteilung wurden sowohl Atkinson's Ungleichheitsmass A¢ als auch der

verallgemeinerte Entropieindex GE, berechnet.®® Die starke Abnahme der oberen

Mittelklassen um 5.1 Prozentpunkie wahrend der 80'er Jahre geht einher mit einer

% Die beiden Ungleichheitsmasse sind im Anhang in Abschnitt 9.3.3 definiert.
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Zunahme in den zwei obersten (1.45 Prozentpunkte) sowie in den untersten vier
Einkommensklassen (3.65 Prozentpunkte). Diese Entwicklung flihrte zu einer starken
Zunahme beider Ungleichheitsmasse. Die adjustierte PSID-Hypothese sagt nun Gber
die nachsten 10 Jahre einen weiteren, jedoch etwas abgeschwachten Anstieg der
Ungleichheit in den USA voraus. Man beachte hierbei die Zunahme in der obersten
(0.28 Prozentpunkte) wie auch den vier untersten Einkommensklassen (1.23 Pro-
zentpunkte). Langfristig wird sogar noch eine weitere Zunahme der Ungleichheit
prognostiziert, die mittleren bis oberen Einkommensklassen 5 bis 9 erleiden weiterhin
eine Reduktion zugunsten der restlichen Klassen. Die Ungleichheitszunahme
schwécht sich jedoch weiter ab. Wahrend die oberste Klasse nur noch unwesentlich
zulegen kann (0.03 Prozentpunkte) ist die Zunahme in den untersten vier Einkom-
mensklassen immer noch beachtlich (zusatzliche 0.78 Prozentpunkte). Ohne Ande-
rungen in der Politik der USA prognostiziert das PSID-Modell eine Fortsetzung des
Trends zu einer starker segregierten Gesellschaft.

5.3 SCHLUSSBETRACHTUNGEN UND AUSBLICK

In diesem Abschnitt wurde die Methode der Minimierung der relativen Entropie dazu
verwendet, eine aus dem PSID-Panel geschatzte Ubergangsmatrix an die wesentlich
umfangreicheren Querschnittsverteilungen aus dem von Burkhauser et al. (1999)
verwendeten Datensatz anzupassen. Diese Anpassung entspricht einer Verbesse-
rung der Qualitat der geschatzten Ubergangsdynamik, da die verwendeten Quer-
schnittsdaten wesentlich mehr Individuen umfassen als das fir die Hypothese ver-
wendete PSID-Panel. Durch den Anpassungsschritt wird die in den Querschnitten
enthaltene Information in die Schatzung der Einkommensdynamik eingebracht. Die
so geschéatzte Ubergangsmatrix wurde dann verwendet, die Entwicklung der Ein-
kommensverteilung der USA zu erklaren, im speziellen die Bewegungen der Mittel-
klasse. Alleine aus der Betrachtung der Einkommensverteilungen in den Jahren 1979
und 1989 geht hervor, dass der Hauptteil des Rickgangs bei den mittleren Einkom-
men mit einer Zunahme bei den unteren Einkommensklassen erklart werden kann.
Durch diese Entwicklung stieg die Ungleichheit in den USA stark an und die hier
erarbeiteten Prognosen lassen, bei gleichbleibender Politik, sowohl kurz- wie lang-
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fristig eine Fortsetzung dieses Trends erwarten, wenngleich in etwas abgeschwéch-
ter Form. Die hier angestellten Betrachtungen sind jedoch relativer Natur da die
1979'er Daten auf den Mittelwert der 1989'er Daten korrigiert wurden. Deshalb wider-
sprechen die erhaltenen Resultate nicht der Méglichkeit, dass 6konomisches Wachs-
tum unter dem Strich allen zugute kommen kdnnte. Die Tendenz zu anhaltender

Segregation der US-Gesellschaft ist jedoch klar ersichtlich.

Die Methode ermdglicht es, Hypothesen Uber die Einkommensdynamik zu testen und
optimal anzupassen. Der Test zeigt auf, ob die notwendigen Anpassungen der Hypo-
these an die Querschnittsverteilungen signifikant ausfallen oder nicht. Da jedoch die
optimal angepasste Dynamik bei jedem Testresultat im Sinne der relativen Entropie
mindestens gleich nah an der unbeobachtbaren wahren Dynamik liegt wie die Hypo-
these, wird flr die Berechnung von Massen zur Beschreibung der Einkommensdy-
namik immer von der optimal adjustierten Hypothese ausgegangen. Bei der hier
durchgeflhrten Adjustierung der PSID-Hypothese an die Einkommensquerschnitte
des Burkhauser-Datensatzes erweisen sich die notwendigen Anpassungen allerdings
als hoch signifikant. Die hier vorgestellte Kombination von Querschnittsbeobachtun-
gen mit longitudinalen Daten erweist sich als naheliegende und vielversprechende
Forschungsstrategie. Sie erlaubt es, Vorteile aus den in Querschnitten typischerwei-
se grossen Stichprobenumfangen zu ziehen, ohne auf die Informationen zur Ein-
kommensdynamik aus Paneldaten zu verzichten. Die prasentierte Methode erscheint
in diesem Licht als wertvolle Technik um die Qualitédt der Schatzung der Einkom-

mensdynamik aus Paneldaten zu verbessern.

Zudem koénnten Abschatzungen der Einkommensdynamik auch dann mittels der
Methode der Minimierung der relativen Entropie verbessert werden, wenn in einer
Untersuchung nur auf Paneldaten zurlickgegriffen werden soll. Hier wiirde zuerst aus
allen Individuen mit gultiger Einkommensangabe sowohl im Anfangs- als auch im
Endjahr der Betrachtung auf konventionelle Weise die hypothetische Ubergangsmat-
rix geschatzt. Die beobachteten Randverteilungen wirden dann flr die beiden Jahre
aus allen Individuen geschatzt, welche im jeweiligen Jahr eine giiltige Einkommens-
angabe machten (hier waren dann auch diejenigen Individuen enthalten, welche nur
in jeweils einem Jahr eine Einkommensangabe vorweisen). Die so erhaltenen Quer-
schnitte kénnten dann noch, wenn vorhanden, mit den entsprechenden Gewichten
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an die Gesamtpopulation angepasst werden. Die an die so geschéatzten Randvertei-
lungen angepasste Hypothese entsprache dann der unter diesen Umstanden best-
méglichen Abschatzung der Ubergangsdynamik.

Im folgenden Kapitel wird der folgerichtige nachste Schritt bei der Anwendung der
Methode der Minimierung der relativen Entropie vorgestellt. So verlangt eine konse-
quente WeiterflUhrung dieser Vorgangsweise geradezu danach, Informationen Gber
den Einkommensprozess zu generieren, wenn nur Querschnittsdaten und keine
Paneldaten verfugbar sind. Wie aus dem vorangegangenen Vorgehen klar geworden
sein durfte, bendtigt die Methode neben den beobachteten Einkommensquerschnit-
ten zu zwei Zeitpunkten auch eine Hypothese Uber die Dynamik des Einkommens-
prozesses. Bei fehlender Information aus Paneldaten muissen daflir theoretische
Uberlegungen herangezogen werden. So generierte Hypothesen sind, im Gegensatz
zu den empirisch generierten, immer a priori anfechtbar. Allerdings sei hier festgehal-
ten, dass die Hypothesen immer nur als Ausgangspunkt fir den Anpassungsprozess
benutzt werden. Die mittels einfacher theoriebasierter Modelle erhaltenen Einsichten
Uber den Einkommensprozess in den USA werden im nachsten Kapitel mit den empi-
risch generierten Resultaten aus diesem Kapitel verglichen.
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6 ANPASSUNG VON THEORIEN DER EINKOMMENSDYNAMIK AN
QUERSCHNITTSDATEN®’

6.1 EINLEITUNG

Die in diesem Abschnitt behandelte Problematik ist die konsequente Fortsetzung des
vorangegangenen Kapitels. Im Gegensatz zu Abschnitt 5 geht es nun nicht mehr
darum, eine konventionell geschatzte Ubergangsdynamik durch Einbezug von Ein-
kommensquerschnitten zu verbessern, hier sollen Ubergangsdynamiken bei voll-
standiger Abwesenheit von Paneldaten geschatzt werden. Wie aus den vorherge-
henden Kapiteln deutlich geworden ist, werden zur Anwendung der Methode beo-
bachtete Querschnittsverteilungen sowie eine Hypothese Uber die Einkommensdy-
namik bendtigt. In Kapitel 5 stammte diese Hypothese aus einer gewdhnlichen
Schatzung aus dem PSID-Panel. Fehlen Paneldaten fiir die zu untersuchende Ein-
heit oder sind diese aus anderen Grinden nicht zuganglich, muss die Modelldynamik
auf andere Art erstellt werden. Die Hypothese kann entweder aus theoretischen
Uberlegungen heraus generiert werden oder auf empirische Weise durch Schatzung
einer Ubergangsdynamik aus Paneldaten eines vergleichbaren Landes.

In diesem Abschnitt werden drei mehr oder weniger plausible theoriebasierte Hypo-
thesen der Einkommensdynamik an die in den Querschnittsdaten von Burkhauser et
al. (1999) vorhandene Information angepasst. Diese Art des Vorgehens erlaubt es
Forschern sogar dann zu Einsichten Uber die Einkommensdynamik zu gelangen,
wenn Informationen aus Paneldaten fehlen.

Im Gegensatz zu Kapitel 5 entstammen hier die Hypothesen keiner Stichprobe. Des-
halb I&sst sich ein statistischer Test geméss Gleichung (2-16) respektive (2-17) zur
Bewertung der Hypothese nicht zur Anwendung bringen. Wie im vorangegangenen
Kapitel hat die angepasste Dynamik jedoch auch bei der hier vorgestellten Variante
der Methode die Interpretation einer Projektion. Aus Sicht der urspriinglichen Hypo-
these befindet sich folglich auch hier die angepasste Einkommensdynamik im Sinne

8 Dieses Kapitel bezieht sich auf die Arbeit "Improving Models of Income Dynamics using Cross-

Section Information” von Aebi, Neusser und Steiner (2002 a).
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der relativen Entropie immer "naher" an der wahren, jedoch unbeobachtbaren Dyna-
mik. Unabhangig davon, wie nah die urspriingliche Hypothese an die Menge, in wel-
cher sich die "wahre" Dynamik befindet, zu liegen kommt, wird deshalb auch hier die
angepasste Hypothese flir die Berechnung von Massen zur Beschreibung wichtiger
Aspekte der zeitlichen Entwicklung der Einkommensdynamik verwendet.

In Abschnitt 6.2 werden drei mehr oder weniger plausible theoriebasierte, an die
Datenparameter angepasste Hypothesen vorgestellt, die dann an die Einkommens-
querschnitte angepasst werden, welche aus dem von Burkhauser et al. (1999) ver-
wendeten Datensatz stammen. Ausgehend von den drei Hypothesen werden Uber-
gangsmatrizen geschatzt, welche die Einkommensverteilungen der USA der Jahre
1979 und 1989 abbilden. Zum Schluss werden die Eigenschaften der angepassten
Ubergangsmatrizen sowie deren Implikationen fiir die zukiinftige Entwicklung der
Einkommensverteilung diskutiert. Zudem werden die Resultate dieser theoriebasier-
ten Modelle den Erkenntnissen gegenibergestellt, welche in Kapitel 5 mit der empi-
risch hergeleiteten PSID-Hypothese der Ubergangsdynamik erhalten wurden.

6.2 EMPIRISCHE RESULTATE

Wie in Kapitel 5 wurde hier derselbe Datensatz wie bei Burkhauser et al. (1999)
benutzt, um die Querschnittsverteilungen der Grundgesamtheit abzuschéatzen. Die
Daten wurden dem Current Population Survey (CPS) entnommen und basieren auf
dem Haushaltseinkommen in 1989 US-Dollars vor Steuern, jedoch nach Transfers.
Sie wurden der selben Prozedur wie im vorangegangenen Kapitel unterzogen. Im
Klartext bedeutet dies Korrektur um das allgemeine 6konomische Wachstum durch
Anpassung der 1979'er Daten auf den Mittelwert der 1989'er Daten sowie Umwand-
lung in individuelle Einkommen unter Verwendung einer Aquivalenzskala mit Elastizi-
tat 0.5 (Quadratwurzel-Skala). Zudem wurde die Stichprobe der Grundgesamtheit
durch Beriicksichtigung des mit jeder Beobachtung assoziierten Gewichts angepasst.
Die mittels des durch Burkhauser et al. (1999) adaptierten Kerndichteschatzers be-
rechneten Dichten sind in Abbildung 5-1 abgebildet. Dort wird der relativ starke Ab-

bau der Klassen im mittleren bis oberen Einkommenssegment, welcher mit einer
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entsprechenden Zunahme in den obersten und unteren bis mittleren Einkommens-

klassen einhergeht, klar aufgezeigt.

Wie beim Beispiel der PSID-Hypothese aus Kapitel 5 wurde die reelle Zahlengerade
in die gleichen K = 10 Intervalle unterteilt, welche, mit Ausnahme des ersten und des
letzten Intervalls, alle dieselbe Lange bei logarithmischer Skala aufweisen. Die resul-
tierenden Partitionsgrenzen wie auch die resultierenden Einkommensverteilungen

der Jahre 1979 und 1989 wurden in Tabelle 5-1 zusammengefasst.®®

Der Ubersichtlichkeit halber soll hier nochmals erwahnt werden, dass aus Abbildung
5-1 und Tabelle 5-1 eine relativ starke Reduktion um 5.1 Prozentpunkte in den Ein-
kommensklassen 5 bis 8 hervorgeht. Diese ungeféahr 5% Mittelklasseeinkommen von
1979 finden sich 1989 zum grdssten Teil in den Klassen 1 bis 4 wieder (3.65 Pro-
zentpunkte). Auch die zwei obersten Klassen zeigten einen entsprechenden Zu-
wachs. Durch eine Schatzung der zugrundeliegenden Ubergangsdynamik soll nun
versucht werden, diese Entwicklung zu durchleuchten und die weitere Entwicklung

abzuschatzen.

Es stellt sich nun die Frage, wie sich ohne Zugang zu Paneldaten eine vernlnftige
Hypothese Dnog respektive Pmoq spezifizieren lasst. Im Gegensatz zur empirisch
motivierten PSID-Hypothese aus dem vorherigen Kapitel sind aus theoretischen
Uberlegungen abgeleitete Hypothesen natiirlich immer mit dem Makel einer gewis-
sen WillkGr behaftet und somit a priori kritisierbar. Um verschiedene Ansichten Gber
die Einkommensdynamik in die Untersuchung einfliessen zu lassen, werden drei
einfache, theoretisch begriindete Hypothesen P implementiert. In allen Spezifika-
tionen wird zur Bestimmung der hypothetischen zweidimensionalen Dichte in
Dmod = diag(M)-Pmog flr p gerade die beobachtete Anfangsverteilung mig79 aus dem
Datensatz von Burkhauser et. al. (1999) gesetzt (vergleiche hierzu Kapitel 4 und
Tabelle 5-1). Da die Bewegungen der Mittelklasse von 1979 nach 1989 untersucht
werden sollen und wegen der Begrindungen in Abschnitt 2.4 ist diese Wahl sinnvoll.

Jede Spezifikation wird zusammen mit der entsprechend angepassten Matrix in einer

separaten Tabelle dargestellt. Zudem werden die Schrédingermultiplikatoren @; und

8 Zur Herleitung der Einkommensgrenzen sei hier auf Abschnitt 9.3.2 im Anhang verwiesen.
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@.1,; zu jeder Spezifikation in gesonderten Abbildungen dargestellt. Obschon die zu
den Anfangsrestriktionen gehdérenden Schrédingermultiplikatoren zur Berechnung
der optimal angepassten Ubergangsmatrix nicht bendtigt werden (vergleiche Glei-
chung (2-13)), sind sie dort aus Griinden der Vollstandigkeit aufgeflihrt.

6.2.1 Hypothese maximaler Mobilitat

Bei der ersten Spezifikation ist die Ausgangshypothese eine perfekt mobile Uber-
gangsmatrix. Darunter werden Ubergangsmatrizen verstanden, bei denen die Wahr-
scheinlichkeit, in einer bestimmten Einkommensklasse zu enden, unabhangig davon
ist, aus welcher Klasse gestartet wurde (Prais 1955). Solche Ubergangsmatrizen
haben lauter identische Zeilen, sodass ihr Prais' Mobilitatsindex gleich 1, das heisst
maximal wird. Solche Matrizen werden deshalb oft auch als maximal mobil bezeich-
net. Die Gleichgewichtsverteilung solcher Matrizen entspricht der Verteilung, welche
in ihren identischen Zeilen steht. Solche Dynamiken flhren jede arbitrare Anfangs-
verteilung p direkt in ihre Gleichgewichtsverteilung Gber. Flr perfekt mobile Matrizen

Pmoa gilt, mit 1, als zugehdriger Gleichgewichtsverteilung, der folgende Zusam-

menhang:
Pmodij = Pmodkj = Tl 00.j O, k, jO{1,+K}.

Es kann gezeigt werden, dass die Methode der Minimierung der relativen Entropie
jede perfekt mobile Ubergangsdynamik Poq SO anpasst, dass daraus eine perfekt
mobile Matrix mit der Endverteilung m,1 in den Zeilen wird. Wird p, die willkirliche
Anfangsverteilung der perfekt mobilen Hypothese Pmoq, gleich der beobachteten
Anfangsverteilung m; gesetzt und werden die bis auf eine multiplikative Konstante
bestimmten Schrédingermultiplikatoren dadurch festgelegt, dass @ 1= @.11 gesetzt

wird, dann sind die Schrédingermultiplikatoren gegeben durch:®

8 Die Herleitungen der optimal adjustierten Dynamik Pg; bei gegebener perfekt mobiler Hypothese
Pmod SOwie der zugehdrigen Schrédingermultiplikatoren werden in Abschnitt 9.3.4 im Anhang

durchgefiihrt.
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My . T 1 My .
(pt,i Y Ui ’ (pt+1,j = |—=00— DJ .

T[Pmod,1 mt+1,1 T[P

mod)

Daraus folgt, dass die optimal adjustierten Dynamiken flr alle maximal mobilen
Hypothesen Pnog identisch sind. Deshalb kann als Hypothese sehr wohl die Matrix
genommen werden, welche in ihren Zeilen die Anfangsverteilung m1g79 hat. Somit hat
Pmod = Pmax als Gleichgewichtsverteilung m1g79. Wie erwahnt wird zur Erstellung der

hypothetischen zweidimensionalen Dichte D, , =D,

mod

fir u die beobachtete An-

X

fangsverteilung mqg79 eingesetzt:

Dmax = diag(m1979)*Pmax -

Die far alle maximal mobilen Hypothesen identische optimal adjustierte Matrix Popt
enthalt in ihren Zeilen die Endverteilung migg9, welche auch gerade die Gleichge-
wichtsverteilung dieser Matrix ist. Tabelle 6-1 enthélt die angepasste Ubergangsmat-
rix (fettgedruckt) sowie die Hypothese (in Klammern).

0.1014 | 0.0564 | 0.0782 | 0.1050 | 0.1419 | 0.1663 | 0.1497 | 0.1067 | 0.0582 | 0.0362
(0.0823) | (0.0481) | (0.0713)] (0.1027)| (0.1473) | (0.1823)| (0.1689) | (0.1171) | (0.0546) | (0.0254)
0.1014 | 0.0564 | 0.0782 | 0.1050 | 0.1419 | 0.1663 | 0.1497 | 0.1067 | 0.0582 | 0.0362
(0.0823) | (0.0481) | (0.0713)| (0.1027)| (0.1473) | (0.1823)| (0.1689) | (0.1171) | (0.0546) | (0.0254)
0.1014 | 0.0564 | 0.0782 | 0.1050 | 0.1419 | 0.1663 | 0.1497 | 0.1067 | 0.0582 | 0.0362
(0.0823) | (0.0481) | (0.0713)| (0.1027)| (0.1473) | (0.1823)| (0.1689) | (0.1171) | (0.0546) | (0.0254)
0.1014 | 0.0564 | 0.0782 | 0.1050 | 0.1419 | 0.1663 | 0.1497 | 0.1067 | 0.0582 | 0.0362
(0.0823) | (0.0481) | (0.0713)] (0.1027)| (0.1473) | (0.1823)| (0.1689) | (0.1171) | (0.0546) | (0.0254)
0.1014 | 0.0564 | 0.0782 | 0.1050 | 0.1419 | 0.1663 | 0.1497 | 0.1067 | 0.0582 | 0.0362
(0.0823) | (0.0481) | (0.0713)] (0.1027)| (0.1473) | (0.1823)| (0.1689)| (0.1171) | (0.0546) | (0.0254)
0.1014 | 0.0564 | 0.0782 | 0.1050 | 0.1419 | 0.1663 | 0.1497 | 0.1067 | 0.0582 | 0.0362
(0.0823) | (0.0481) | (0.0713)] (0.1027)| (0.1473) | (0.1823)| (0.1689) | (0.1171) | (0.0546) | (0.0254)
0.1014 | 0.0564 | 0.0782 | 0.1050 | 0.1419 | 0.1663 | 0.1497 | 0.1067 | 0.0582 | 0.0362
(0.0823) | (0.0481) | (0.0713)] (0.1027)| (0.1473) | (0.1823)| (0.1689) | (0.1171) | (0.0546) | (0.0254)
0.1014 | 0.0564 | 0.0782 | 0.1050 | 0.1419 | 0.1663 | 0.1497 | 0.1067 | 0.0582 | 0.0362
(0.0823) | (0.0481) | (0.0713)] (0.1027)| (0.1473) | (0.1823)| (0.1689)| (0.1171) | (0.0546) | (0.0254)
0.1014 | 0.0564 | 0.0782 | 0.1050 | 0.1419 | 0.1663 | 0.1497 | 0.1067 | 0.0582 | 0.0362
(0.0823) | (0.0481) | (0.0713)] (0.1027)| (0.1473) | (0.1823)| (0.1689) | (0.1171) | (0.0546) | (0.0254)
0.1014 | 0.0564 | 0.0782 | 0.1050 | 0.1419 | 0.1663 | 0.1497 | 0.1067 | 0.0582 | 0.0362
(0.0823) | (0.0481) | (0.0713)] (0.1027)| (0.1473) | (0.1823)| (0.1689)| (0.1171) | (0.0546) | (0.0254)

Anpassungsfaktoren Uber 1.25 -Anpassungsfaktoren unter 0.8

Tabelle 6-1: Angepasste Ubergangsmatrix P,y (fettgedruckt) und Hypothese Py, (in Klammern)

fir das Modell maximaler Mobilitat
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Die Schrddingermultiplikatoren in Abbildung 6-1 verdeutlichen, wie schon friher
angemerkt wurde, dass in mittleren Einkommensklassen ein Abbau und vor allem in
unteren Klassen eine Zunahme stattgefunden hat. Die Wahrscheinlichkeiten, in die
Klassen 5 bis 8 zu gelangen, werden durch den Anpassungsprozess reduziert, wah-
rend diejenigen, in die obersten sowie in die unteren Klassen zu gelangen, erhéht

werden mussen.

Schrédingermultiplkatoren fir das Modell maximaler Mobilitat

Einkommensklasse

Abbildung 6-1: Schrédingermultiplikatoren der Hypothese maximaler Mobilitat

In Tabelle 6-2 sind die Mobilitatsmasse aller urspriinglichen Hypothesen sowie der
zugehérigen angepassten Ubergangsdynamiken dieses Kapitels dargestellt. Eben-
falls aufgeflihrt sind die jeweiligen relativen Entropien zwischen hypothetischer und
adjustierter zweidimensionaler Dichtematrix. Aus den Eingangs dieses Kapitels er-
wahnten Griinden wird hier jedoch keine x*-Teststatistik geméass Gleichung (2-17)

Uber die Hypothesen aufgefthrt.
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':\‘n‘;')xb'mf: 3-Band-Modell | AR(1)-Modell

Bartholomew's Mobilitatsindex ®

Hypothese 2.5957 1.5961 1.3835

angepasste Ubergangsmatrix 2.7750 1.5450 1.3317
Periodenmobilitatsindex (y = 0.5)

Hypothese 0.4904 0.0814 0.0363

angepasste Ubergangsmatrix 0.5246 0.0876 0.0380
Prais' Mobilitatsindex ?

Hypothese 1 0.8694 0.8369

angepasste Ubergangsmatrix 1 0.8546 0.8313
relative Entropie 0.0077 0.0110 0.0203

a

Die Definitionen dieser Indices finden sich in Tabelle 3-1 und Definition 3-7 in Kapitel 3

Tabelle 6-2: Zusammengefasste Masszahlen der drei Hypothesen

Um die Bedeutung der relativen Entropie nochmals zu verdeutlichen, wird hier ein
vorgezogener Vergleich der relativen Entropien aller Modelle dieses Kapitels wie
auch derjenigen der PSID-Hypothese (vergleiche Tabelle 5-3) angestellt. Es stellt
sich heraus, dass die relative Entropie fir das Modell der maximalen Mobilitat mit
Abstand am geringsten ausfallt. Dies ist jedoch, flr sich alleine genommen, kein
verbindlicher Hinweis auf die Qualitat einer Hypothese. Ein Blick auf Abbildung 2-3
zeigt, dass dieser Befund nur besagt, dass die Hypothese maximaler Mobilitat im
Sinne der relativen Entropie am néchsten an die Lésungsmenge D zu liegen kommt,
in welcher auch die wahre Dynamik liegen muss. So kann es zum Beispiel sein, dass
eine Hypothese sehr nahe bei dieser Lésungsmenge liegt, die zugehdrige angepass-
te Dynamik jedoch trotzdem relativ weit von der "wahren" Dynamik entfernt ist. Auch
der Fall ist denkbar, dass eine Hypothese einen grdésseren Abstand zur Lésungs-
menge hat, die entsprechend angepasste Dynamik jedoch mit der "wahren" Dynamik
Ubereinstimmt. Somit kann das Fazit gezogen werden, dass die Wahl einer einleuch-
tenden, vertretbaren Hypothese ein wichtiger Pfeiler zur Anwendung der Methode
der Minimierung der relativen Entropie ist. So ware es im hier angestellten Vergleich

ziemlich unsinnig, die Hypothese maximaler Mobilitdt aufgrund ihrer niedrigen relati-
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ven Entropie als die beste Hypothese zu betrachten.®® Die empirisch abgeleitete
PSID-Hypothese und auch die nachfolgenden anspruchsvolleren theoriebasierten
Hypothesen sind sicherlich die vernlinftigeren Ausgangspunkte zur Analyse der Ein-
kommensdynamik der USA in der beobachteten Periode. Zudem werden ja auch fur
die Analyse die optimal angepassten Ubergangsdynamiken und nicht die Hypothe-
sen selbst verwendet. Abbildung 2-3 verdeutlicht zudem, dass, auch wenn eine
Hypothese naher bei der "wahren" Dynamik liegen sollte als eine andere, fir die
entsprechenden angepassten Modelle das Resultat durchaus umgekehrt ausfallen
kann. Da dieser Test wegen der unbekannten wahren Dynamik jedoch nie gemacht
werden kann, ist eine haltbare Hypothese immer die beste Voraussetzung flr ein

vernlinftiges Resultat.

Da im Fall der Hypothese maximaler Mobilitdt sowohl das urspringliche Modell wie
auch die optimale Anpassung an die beobachteten Querschnittsverteilungen Matri-
zen sind, welche jede Verteilung direkt in die ihnen entsprechende Gleichgewichts-
verteilung UberfUhren, sind beide schon a priori nicht flr irgendwelche zukinftigen
Prognosen verwendbar. Die angepasste Hypothese maximaler Mobilitat ist somit
kein idealer Ausgangspunkt, um irgendwelche Schlussfolgerungen Uber die Ein-

kommensdynamik anzustellen.

6.2.2 3-Band-Hypothese

Die zweite theoriebasierte Hypothese ist eine interessantere, realitdtsnahere Spezifi-
kation. Hier wird davon ausgegangen, dass die Individuen héchstens eine Klasse pro
Jahr auf- oder absteigen kdnnen. Dies bedeutet, dass die Jahresdynamik durch eine
3-Bandmatrix Psgang reprasentiert wird. Zudem wird angenommen, dass mygz9 die

% Dies wiirde auch fiir die x*-Teststatistik (Gleichung (2-17)) gelten, falls fiir alle unterschiedlichen
Hypothesen eine solche existieren wirde. Die relative Entropie wie auch der darauf aufbauende
statistische Test sind nicht dazu geeignet, unterschiedliche Hypothesen miteinander zu verglei-
chen. Der Test eignet sich bloss fiir die Bewertung der notwendigen Anpassungen an die beobach-

teten Querschnittsverteilungen einer Hypothese.
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Invariante von Psgang ist.”’ Zudem wird wiederum p gleich mig79 gesetzt. Die zweidi-

mensionale Dichte D"

mod

=Dgg,q Uber die gesamte Dekade 1979 bis 1989 ist dann
gegeben durch:

— A 10
DSBand - dlag(m1979) DI:)SBand

Diese zweite Hypothese wird als 3-Band-Hypothese bezeichnet. Die zugehérige
Ubergangsmatrix Pagang'® wird in Tabelle 6-3 (in Klammern) dargestellt.

0.5700 | 0.2133 [ 0.1103
(0.5102) | (0.2126) | (0.1291)
0.4383 | 0.1863 | 0.1337 | 0.0908 .
(0.3640) | (0.1723) | (0.1452)| (0.1107) (0.0026) | (0.0002)
0.2055 | 0.1213 | 0.1476 | 0.1423 0.1171 0.0392 | 0.0109 | 0.0015
(0.1490) | (0.0979) [ (0.1399) | (0.1514) | (0.1559) | (0.1440) (0.0486) | (0.0116) | (0.0012)
0.0853 | 0.0696 | 0.1204 | 0.1468 | 0.1686 | 0.1704 | 0.1308 | 0.0758 | 0.0268 | 0.0054
(0.0570) | (0.0518) | (0.1052) | (0.1440)| (0.1790) | (0.1931) | (0.1532) | (0.0866) | (0.0261) ] (0.0039)
0.0355 | 0.0397 | 0.0899 | 0.1325 | 0.1772 | 0.1962 | 0.1670 | 0.1058 | 0.0442 | 0.0120
(0.0228) | (0.0284) | (0.0755) | (0.1249) | (0.1809) | (0.2136) | (0.1880) | (0.1162) | (0.0414) | (0.0082)
0.0164 | 0.0245 | 0.0682 | 0.1174 | 0.1720 | 0.2089 | 0.1847 | 0.1276 | 0.0596 | 0.0207
(0.0103) | (0.0172) | (0.0563) | (0.1088) | (0.1726) | (0.2236) | (0.2044) | (0.1378) | (0.0549) | (0.0140)
0.0078 | 0.0154 | 0.0519 | 0.1012 | 0.1645 | 0.2075 | 0.1981 | 0.1437 | 0.0759 | 0.0338
(0.0049) | (0.0108) | (0.0425) | (0.0932) | (0.1639) | (0.2207) | (0.2178) | (0.1541) | (0.0694) | (0.0227)
0.0032 | 0.0088 | 0.0361 | 0.0825 | 0.1465 | 0.2016 | 0.2020 | 0.1607 | 0.0982 | 0.0606
(0.0020) | (0.0061) | (0.0296) | (0.0760) | (0.1462) | (0.2146) | (0.2223) | (0.1725)| (0.0899) | (0.0408)
0.0008 | 0.0032 | 0.0180 | 0.0521 | 0.1094 | 0.1682 | 0.1905 | 0.1754 | 0.1408 | 0.1417
(0.0005) | (0.0023) | (0.0151) | (0.0492)| (0.1118)] (0.1835) ] (0.2149) | (0.1930) | (0.1320) | (0.0977)
0.0001 | 0.0004 | 0.0035 | 0.0151 | 0.0426 | 0.0840 | 0.1223 | 0.1558 | 0.2039 | 0.3725
(0.0000) | (0.0003) | (0.0032) | (0.0156) | (0.0478) | (0.1007) | (0.1515) | (0.1884) | (0.2102) | (0.2822)

Anpassungsfaktoren tber 1.25 -Anpassungsfaktoren unter 0.8

0.0022

Tabelle 6-3: Angepasste Ubergangsmatrix Popt (fettgedruckt) und Hypothese Psgana' (in Klammern)
far das 3-Band Modell

Sie weist gewisse interessante Eigenschaften auf. Zum einen ist die Wahrscheinlich-
keit des Verbleibs in der untersten Einkommensklasse mit 0.51 relativ hoch. Auch fur
die ndchsten beiden Klassen besteht eine substantielle Wahrscheinlichkeit des Zu-
rickfallens in die unterste Klasse. Fir die Klassen drei bis finf Uberwiegt die Wahr-
scheinlichkeit des sozialen Aufstiegs diejenige des Abstiegs klar. Dies andert sich

" Es existieren unendlich viele 3-Bandmatrizen mit migse als Gleichgewichtsverteilung. Die hier

verwendete Konstruktion folgt der Empfehlung von Boyarsky und Goéra (1997, S. 258).
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wieder von Klasse sieben an wo die Wahrscheinlichkeit des Abstiegs diejenige eines
weiteren Aufstiegs wieder Ubersteigt.

Tabelle 6-3 sowie die Schrédingermultiplikatoren in Abbildung 6-2 zeigen auf, wie
diese Hypothese adjustiert werden muss. Besonders die Wahrscheinlichkeiten des
Verbleibs oder des Aufstiegs in die oberste Einkommensklasse muissen stark nach
oben angepasst werden. Dasselbe gilt fir die Wahrscheinlichkeiten, in eine der un-
tersten zwei Klassen zurlckzufallen. Zugleich missen die Wahrscheinlichkeiten des
Aufstiegs aus den untersten drei Einkommensklassen stark reduziert werden. Zudem
muss sogar die in der Hypothese schon beachtliche Wahrscheinlichkeit des
Verbleibs in der untersten Klasse nach oben angepasst werden, wie aus der ange-
passten Matrix in Tabelle 6-3 (fettgedruckt) hervorgeht. Verglichen mit der Hypothese
zeigt sich durch den Anpassungsschritt eine erhdhte Tendenz zur Segregation.

Schrédingermultiplikatoren fir das 3-Band Modell

T
|
|
|
|
4
|
|
|
|
al
|
|
|

09f - NG -

L T e e e 17 T -

07 - T TS AT .

|

|

l

0.6 :
1 8 9 10

Einkommensklassen

Abbildung 6-2: Schrédingermultiplikatoren der 3-Band-Hypothese

Die Mobilitatsmasse fir die 3-Band-Hypothese sind in Tabelle 6-2 zusammengefasst.
Es zeigt sich, dass Bartholomew's Index durch den Anpassungsprozess kleiner wird
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wahrend die korrespondierende Periodenmobilitdt zunimmt. Dies bedeutet, dass die
angepasste Dynamik, verglichen mit der urspringlichen Hypothese, im ergodischen
Zustand eine geringere, jedoch wahrend des Prozesses der Konvergenz zum
Gleichgewichtsindex eine erhdhte Mobilitat aufweist. Die auf der angepassten Uber-
gangsmatrix basierenden, durchaus interessanten Einblicke in die zugrundeliegende
Einkommensdynamik sowie ihre Implikationen fir die zukinftige Entwicklung werden
im Vergleich mit allen adjustierten Hypothesen der Kapitel 5 und 6 in Abschnitt 6.2.4
diskutiert.

Der Prais-Mobilitatsindex wird durch den Anpassungsschritt von 0.8694 auf 0.8546
reduziert (vergleiche Tabelle 6-2). Dieser Index zieht jedoch nur die Elemente der
Hauptdiagonale in Betracht. Wird die Diagonale in Tabelle 6-3 untersucht, kann leicht
festgestellt werden, dass die Verminderung der Mobilitat in der optimal angepassten
Ubergangsmatrix im Vergleich zur Hypothese Psgang'® durch die Anpassungen nach
oben in den obersten zwei sowie in den untersten vier Klassen zustande kam. Die
Anpassungen nach unten in den Klassen 5 bis 8 zeigen auf, dass in diesen Klassen
die Mobilitat im Vergleich zur Hypothese sogar zunahm. So kommt die Abnahme in
der globalen Mobilitdt zustande, weil die Mobilitdtsabnahme in den obersten und

untersten Klassen die Zunahme in den mittleren Einkommensklassen Ubersteigt.

6.2.3 AR(1)-Hypothese

Die dritte theoriebasierte Hypothese ist ein Gauss'sches AR(1)-Modell fir die loga-
rithmierten Einkommen vy;. Dieser Hypothese liegt die Beobachtung zugrunde, dass
sich Einkommensverteilungen gut durch Lognormalverteilungen beschreiben lassen.
In der empirischen Forschung entspricht dieses Vorgehen gangiger Praxis.

6-1) y =(1-p)F+pI,, +& , mit &~IIN0,0),
Ey)=y Ot, V=5 0Ot.

Hierbei bezeichnet y den Mittelwert der logarithmierten Einkommen, welcher als
zeitlich konstant angenommen wird. Dasselbe gilt auch fiir die Varianz s? der loga-
rithmierten Einkommen. Der Absolutwert des autoregressiven Parameters p ist strikt

kleiner als eins. Im Gegensatz zu den vorherigen Hypothesen basiert dieser Ansatz
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nicht auf der Annahme, dass sich das System im Jahre 1979 in seinem Gleichge-
wicht befindet. Durch umformen von Gleichung (6-1) und anschliessendes ziehen der
Varianz lasst sich flr jedes gegebene p die folgende Korrespondenz zwischen der
unbedingten Varianz s? der logarithmierten Einkommen und der Varianz ¢® des Inno-

vationsterms & herleiten:
Vly, -(1-p)F]=Vlpy,, +¢,]

g ((y, ~(1-P)3)-Ely, ~(1-p) J]F | =p* Vly,. ]+ Vie + 2 Tovly, £
E (v, -9)*|=p* 8 +0°
Vil

=  o?=(1-p?)2 .

Dabei wird s als die geschéatzte Querschnittsvarianz des Jahres 1979 betrachtet. Es
ist klar, dass nicht mit dem AR(1)-Modell direkt gearbeitet werden kann. Dieses muss
durch eine Markovkette approximiert werden, welche mit Pyod = Par) bezeichnet
wird. Fir diesen Schritt wird die von Tauchen (1986) vorgeschlagene Methode be-
nutzt. Hierbei sind die Gitterpunkte gerade die Mittelpunkte der logarithmischen Ska-
la der Einkommensklassen (vergleiche Tabelle 5-1). Diese Prozedur fihrt zu einer
Familie von mit p indexierten Ubergangsmatrizen Pary).> Wie bei den fritheren
Hypothesen wird p gleich myg79 gesetzt um die hypothetische zweidimensionale
Dichte D!

mod

=D gy 2U generieren:

DAR(p) = diag(m1979)'PAR(p) -

Der Parameter p wurde durch Minimierung der relativen Entropie von Dag) hinsicht-
lich der beobachteten Einkommensverteilungen mig7g und myggg Uber alle p ge-
schatzt. Daraus resultierte ein Wert von 0.764. Die korrespondierende Ubergangs-
matrix ist in Tabelle 6-4 abgebildet (Werte in Klammern). Sie ahnelt der 3-Band-

Hypothese, weist aber etwas weniger Mobilitat auf (Tabelle 6-2). Im Vergleich mit der

%2 Im Anhang in Abschnitt 9.3.2.2 wird die Erzeugung der hypothetischen Ubergangsmatrix Parp)

anhand eines parametrischen Beispiels demonstriert.
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3-Band-Hypothese sind sowohl die Wahrscheinlichkeiten des Aufstiegs aus tiefen
Einkommensklassen als auch die Chancen des Verbleibs in der hdéchsten Klasse
erhoht.

Wie bei den vorgangig untersuchten Hypothesen kdnnen die notwendigen Anpas-
sungen auch hier am besten durch einen Blick auf Tabelle 6-4 wie auch auf die in
Abbildung 6-3 dargestellten Schrédingermultiplikatoren beschrieben werden. Es ist
leicht ersichtlich, dass die Wahrscheinlichkeiten des Aufstiegs aus den tiefsten Klas-
sen stark nach unten revidiert werden muissen. Dasselbe gilt flir die Chancen des
Aufstiegs in die héchste Klasse. Zugleich missen die Wahrscheinlichkeiten des
Verbleibs in der untersten Klasse wie auch diejenigen eines Abstiegs dorthin stark
erhdht werden. In den mittleren Klassen benétigt das AR(1)-Modell nur geringe An-
passungen. In den obersten Einkommensklassen erscheint mehr Mobilitat notwen-
dig.

0.5660
(0.3791)
0.3888 | 0.1767 0.0387 | 0.0120 | 0.0026
(0.2281) | (0.2032) (0.0442) | (0.0136) | (0.0030)
0.2248 | 0.1473 | 0.1797 | 0.1752 | 0.1428 | 0.0853 | 0.0338 | 0.0093 | 0.0017
(0.1186) | (0.1523) | (0.2139) | (0.2185)| (0.1623) | (0.0877) | (0.0345) | (0.0098) | (0.0020)
0.1064 | 0.0976 | 0.1519 | 0.1889 | 0.1963 | 0.1496 | 0.0756 | 0.0264 | 0.0062
(0.0527) | (0.0948) | (0.1698) | (0.2212) | (0.2096) | (0.1444) | (0.0724) | (0.0264) | (0.0070)
0.0411 | 0.0516 | 0.1025 | 0.1625 | 0.2154 | 0.2094 | 0.1349 | 0.0602 | 0.0182
(0.0199) | (0.0490) | (0.1120)| (0.1860) | (0.2248) | (0.1976) | (0.1263) | (0.0587)| (0.0198)
0.0131 | 0.0222 | 0.0562 | 0.1138 | 0.1924 | 0.2384 | 0.1959 | 0.1114 | 0.0429
(0.0063) | (0.0210) | (0.0613) | (0.1299) | (0.2002) | (0.2244) | (0.1829) | (0.1085) | (0.0468)
0.0035 | 0.0079 | 0.0256 | 0.0662 | 0.1427 | 0.2255 | 0.2364 | 0.1715 | 0.0842
(0.0017) | (0.0075) | (0.0279) | (0.0753) | (0.1481)| (0.2117) | (0.2201) | (0.1664) | (0.0915)
0.0008 | 0.0024 | 0.0098 | 0.0324 | 0.0891 | 0.1796 | 0.2401 | 0.2221 | 0.1391
(0.0004) | (0.0022) | (0.0105) | (0.0363) | (0.0909) | (0.1658) | (0.2198) | (0.2120)| (0.1487)
0.0002 | 0.0006 | 0.0032 | 0.0134 | 0.0471 | 0.1211 | 0.2064 | 0.2436 | 0.1945
(0.0001) | (0.0005) | (0.0033) | (0.0145) | (0.0464) | (0.1078) | (0.1824) | (0.2243) | (0.2007)
0.0000 | 0.0001 | 0.0009 | 0.0047 | 0.0210 | 0.0689 | 0.1497 | 0.2253 | 0.2295 | 0.3000
(0.0000) | (0.0001) | (0.0009) | (0.0048)| (0.0196) | (0.0582) | (0.1256) | (0.1971)| (0.2249) ] (0.3688)

Anpassungsfaktoren Uber 1.25 -Anpassungsfaktoren unter 0.8

Tabelle 6-4: Angepasste Ubergangsmatrix Popt (fettgedruckt) und Hypothese Pag(, (in Klammern)
fur das AR(1) Modell (p=0.764)
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2 T T

Schrédingermultiplikatoren fir das AR(1)-Modell (p =0.764)

|
|
|
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Einkommensklasse

Abbildung 6-3: Schrddingermultiplikatoren der AR(1)-Hypothese

Ein Blick auf Bartholomew's Index und den korrespondierenden Periodenmobilitats-
index in Tabelle 6-2 zeigt, dass der Anpassungsprozess, ahnlich wie bei der 3-Band-
Hypothese, zu einer Reduktion der Gleichgewichtsmobilitdt und einer Zunahme der
Konvergenzmobilitat fuhrt. Die relative Entropie als Abstandsmass zwischen der
Hypothese und der Lésungsmenge D aller zweidimensionalen Dichten mit den beo-
bachteten Randverteilungen m1g79 und myggg ist hier beinahe doppelt so hoch wie bei
der 3-Band-Hypothese. Gleich wie im vorherigen Beispiel liefert die optimal ange-
passte Matrix (fettgedruckte Zahlen in Tabelle 6-4) auch hier interessante Informatio-

nen zur zugrundeliegenden Einkommensdynamik.

Wie bei der 3-Band-Hypothese fiihrt die Anpassung an die Querschnittsdaten auch
hier zu einer Reduktion des Mobilitdtsindex von Prais. Ein kurzer Blick auf Tabelle
6-4 zeigt, dass die Verringerung der Mobilitat in der optimalen Anpassung im Ver-
gleich mit der Hypothese auf die erhdhte Wahrscheinlichkeit des Verbleibs in der
untersten sowie in den Einkommensklassen der oberen Mitte (Klassen 6 bis 8) zu-
rickzufihren ist. Hier wird die Wahrscheinlichkeit des Verbleibs in den unteren Mit-
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telklassen wie auch in den obersten Klassen reduziert, was in diesen Klassen einer

héheren Mobilitat gleichkommt.

6.2.4 Prognosen

Wie schon im Fall des PSID-Modells im vorherigen Kapitel werden die adjustierten
Ubergangsmatrizen dazu benutzt, die Verteilung miege zehn Jahre in die Zukunft zu
projizieren (kurzfristige Entwicklung der Einkommensverteilung). Die entsprechenden
Verteilungen des Jahres 1999 sowie die implizierten Gleichgewichtsverteilungen
(langfristige Entwicklung der Einkommensverteilung) sind in Tabelle 6-5 enthalten.
Zusatzlich werden dort aus Vergleichsgriinden die entsprechenden Verteilungen aus
der angepassten PSID-Hypothese nochmals aufgeflihrt. Um die Entwicklung der
Ungleichheit zu bestimmen wurde wiederum fur alle Verteilungen sowohl Atkinson's

Ungleichheitsmass A; als auch der verallgemeinerte Entropieindex GE berechnet.

projizierte Verteilungen
Einkommens- | Beobachtungen angepasstes angepasstes angepasstes
klasse 3-Band Modell AR(1) Modell PSID Modell
M1g79 M1gg9 M1ggg L M1gg9 T M1gg9 T
1 8.23 10.14 11.69 15.77 11.67 15.98 10.88 11.32
2 4.81 5.64 6.21 7.67 6.16 7.60 5.92 6.08
3 7.13 7.82 7.98 8.46 8.16 9.18 7.99 8.11
4 10.27 10.50 10.30 10.00 10.49 10.77 10.54 10.60
5 1473 | 1419 13.68 12.73 13.73 13.05 | 14.083 | 13.99
6 18.23 16.63 15.92 14.52 15.78 14.20 16.14 15.93
7 16.89 | 14.97 14.32 12.92 1418 | 12.33 1443 | 14.15
8 11.71 10.67 10.25 9.19 10.25 8.75 10.38 10.17
9 5.46 5.82 5.74 5.15 5.76 4.89 5.81 5.73
10 2.54 3.62 3.91 3.58 3.82 3.26 3.90 3.93
Acos 0.094 0.108 0.115 0.127 0.115 0.127 0.112 0.114
GE,., 0.199 | 0.235 | 0.252 | 0.287 | 0.253 | 0.291 0.246 | 0.252

M1g99 projizierte Einkommensverteilung 1999 basierend auf der entsprechenden angepassten
Ubergangsmatrix und der Anfangsverteilung myggg

I Gleichgewichtsverteilung der jeweiligen angepassten Ubergangsmatrix
Acos Atkinson's Ungleichheitsindex mit € = 0.5
GE,.» Verallgemeinerter Entropieindex mit o = 2

Tabelle 6-5: Projizierte und gleichgewichtige Verteilungen
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Die angepasste Hypothese maximaler Mobilitat bildet m1gg9 auf sich selbst ab, so-
wohl die Projektion fiir das Jahr 1999 als auch die Gleichgewichtsverteilung entspre-
chen in diesem Fall der Verteilung mygg9. Das Modell maximaler Mobilitat ist, obschon
es von allen Modellen am n&chsten bei der Lésungsmenge D liegt (vergleiche
Tabelle 6-2 und Tabelle 5-3), ein zu simpler Ansatz um damit etwas Uber die weitere
Entwicklung der US-Einkommensverteilung auszusagen.

In der kurzen Frist sagt die adjustierte 3-Band-Hypothese einen weiteren Anstieg der
Ungleichheit in den USA voraus. Man beachte hierbei die Zunahme in der obersten
(0.29 Prozentpunkte) wie auch den drei untersten Einkommensklassen (2.28 Pro-
zentpunkte). Langfristig wird eine weitere starke Zunahme der Ungleichheit voraus-
gesagt, obschon die Dimension der obersten Klasse unter den Wert von 1989 sinkt.
Dies weil die untersten drei Klassen, im Vergleich mit der Prognose flr das Jahr
1999, stark zunehmen (6.03 Prozentpunkte). Gemass der 3-Band-Hypothese ist eine

grosse Zunahme in den unteren Einkommensklassen zu erwarten.

Die Voraussagen des angepassten AR(1)-Modells sind ziemlich ahnlich wie diejeni-
gen der angepassten 3-Band-Hypothese, sowohl kurz- wie langfristig. So resultiert
kurzfristig eine Abnahme in den Klassen 4 bis 9 (2.59 Prozentpunkte) zugunsten
einer Zunahme in der hdéchsten (0.21 Prozentpunkte) sowie den untersten drei Ein-
kommensklassen (2.39 Prozentpunkte). Langfristig wird ein zuséatzlicher Abbau in
den Klassen 5 bis 10 und eine entsprechende Zunahme in den untersten vier Ein-
kommensklassen um 7.05 Prozentpunkte erwartet, was die beiden Ungleichheits-
masse stark zulegen Iasst. Es ist dusserst bemerkenswert, wie ahnlich sich die Vor-
aussagen der beiden Modelle sind, sowohl in der Richtung als auch im Ausmass der

Veranderungen.

Von besonderem Interesse ist es nun, die beiden ernsthafteren theoriebasierten
Modelle mit der empirischen Hypothese aus Kapitel 5 zu vergleichen. Das adjustierte
PSID-Modell sagt ahnliche Resultate voraus wie die angepasste 3-Band-Hypothese
und das adjustierte AR(1)-Modell. Sowohl kurz- wie langfristig wird ein Ansteigen der
Ungleichheit erwartet. Der Anstieg beider Ungleichheitsmasse féllt jedoch, vor allem
in der langfristigen Betrachtung, deutlich weniger prononciert aus. Im Gegensatz zur
3-Band- und zur AR(1)-Hypothese legt die oberste Einkommensklasse langfristig,
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verglichen mit dem fir 1999 prognostizierten Niveau, gar noch ein bisschen zu. Die
langfristige Prognose des PSID-Modells ahnelt, sowohl in der erreichten Verteilung
als auch in der Dimension der Ungleichheitsmasse, den kurzfristigen Prognosen der
3-Band- und der AR(1)-Hypothese.

Trotz dieser Differenzen ist es bemerkenswert, dass sich die Aussagen beziglich der
zukinftigen Entwicklung der Einkommensverteilung der USA der hier verwendeten
einfachen theoretisch motivierten Hypothesen in qualitativer Hinsicht mit den Prog-
nosen des empirisch motivierten PSID-Modells decken. Da sich jedoch theoretisch
hergeleitete Modelle immer an der Empirie messen lassen missen, legen die quanti-
tativen Differenzen nahe, dass flr eine bedenkenlose Verwendung noch ausgereifte-

re theoriebasierte Modelle entwickelt werden sollten.

6.3 SCHLUSSBETRACHTUNGEN

In diesem Kapitel wurde die Methode der Minimierung der relativen Entropie zur
Anpassung von theoriebasierten, an die Daten angepassten hypothetischen Uber-
gangsmatrizen an Querschnittsverteilungen zu zwei Zeitpunkten angewandt. Diese
Anwendungsart ermdglicht es, auch ohne ein Datenpanel zu Erkenntnissen Uber die
Entwicklung der Einkommensverteilung der USA, im speziellen zum Abbau der Mit-
telklasse, zu gelangen. Der Grossteil der Abnahme bei den mittleren Einkommen der
USA wahrend der Dekade 1979 bis 1989 kam zugunsten eines Wechsels in untere
Einkommensklassen zustande. Diese Entwicklung fihrte zu erhéhter Ungleichheit.
Unabhéangig von der spezifizierten Hypothese wird, sowohl kurz- wie langfristig, eine
Fortsetzung dieses Trends erwartet. Da die 1979'er Daten auf den Mittelwert der
1989'er Daten korrigiert wurden, sind die hier getroffenen Aussagen relativer Natur.
Deshalb widersprechen die erhaltenen Resultate nicht der Mdglichkeit, dass 6kono-
misches Wachstum wie eine Welle "alle Boote in die Héhe heben" kdnnte. Es ist
jedoch eine klare Tendenz zu anhaltender Segregation in der US-Gesellschaft fest-
zustellen.

Trotz der Einfachheit der hier vorgestellten theoretischen Modelle kann in aller Deut-
lichkeit festgestellt werden, dass alle resultierenden Projektionen, nach Verwendung

der Methode zur Anpassung der urspriinglichen theoriebasierten Modelle an die
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beobachteten Einkommensverteilungen, in dieselbe Richtung weisen wie die
Schlussfolgerungen aus dem empirisch hergeleiteten PSID-Modell. So unterscheiden
sich die Prognosen der beiden einfachen, jedoch ernstzunehmenden theoretisch
motivierten Hypothesen (3-Band- und AR(1)-Modell) sowie der empirischen Hypo-

these aus Kapitel 5 zumindest in qualitativer Weise kaum.

Die Methode ermdglicht es, alternative Hypothesen Uber die Einkommensdynamik
optimal zu adjustieren. Kapitel 6 hat aufgezeigt, dass auch relativ einfache theorie-
basierte Hypothesen der zugrundeliegenden Einkommensdynamik zu verninftigen
Aussagen Uber die zukinftige Entwicklung der Einkommensverteilung fihren. Bei
Abwesenheit von Paneldaten erscheint deshalb die Entwicklung umfassenderer
theoretischer Hypothesen als vielversprechende Alternative bei der Erforschung der
Einkommensdynamik. Die Weiterentwicklung theoretischer Modelle erscheint auch
im Lichte der quantitativen Unterschiede zwischen der empirischen PSID-Hypothese
und der untersuchten theoriebasierten Hypothesen angebracht, wenn solchen Mo-

dellen breite wissenschaftliche Akzeptanz entgegengebracht werden soll.

Eine weitere, hier jedoch nicht vorgestellte Option zur Untersuchung der Einkom-
mensentwicklung bei Abwesenheit eines verninftigen Datenpanels wéare eine Kom-
bination mit Paneldaten aus einem Land mit ahnlichen ékonomischen Voraussetzun-
gen. So kdnnte die so generierte empirische Hypothese dazu verwendet werden, die
Einkommensdynamik in einem Staat abzuschatzen, fir den keine Paneldaten zu-
ganglich sind. Theoriebasierte Hypothesen haben jedoch den Vorteil, dass sie immer
angewendet werden kénnen, sobald Querschnittsdaten zugénglich sind. Gelange es,
eine solche Theorie der Einkommensdynamik wissenschaftlich breit abzustitzen,
liessen sich, wegen des Fehlens geeigneter Datenpanels in den meisten Landern,
Mobilitatsvergleiche sowie Vergleiche Uber die Entwicklung der Einkommensdynamik

auf viel breiterer Basis durchflhren.
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7 VERGLEICH DER EINKOMMENSDYNAMIKEN VON FRAUEN UND
MANNERN

7.1 EINLEITUNG

Neben Fragen der Einkommensverteilung sowie der sozialen Mobilitat sind oft auch
Fragestellungen zu Unterschieden im Prozess der Einkommensgenerierung zwi-
schen verschiedenen sozialen Gruppen von Interesse. So Iasst sich die in Kapitel 2
eingefihrte Methodik auch fir die Analyse solcher Probleme gewinnbringend ein-
bringen. In diesem Abschnitt soll konkret die Fragestellung untersucht werden, ob die
Dynamik des Einkommensprozesses der Frauen genldgend genau durch jene der
Méanner beschrieben werden kann. Es geht somit hier nicht um die Frage unter-
schiedlicher Einkommen von Mannern und Frauen. Es soll bloss die Fragestellung
untersucht werden, ob die Veranderungen der Einkommensverteilung bei den Frau-
en ahnlich verlaufen wie bei den Mannern. Mit anderen Worten wird hier untersucht,

ob die soziale Mobilitat bei Mannern und Frauen vergleichbar ist oder nicht.

Hierzu werden die Einkommensdynamiken von Mannern und Frauen in den USA
anhand des PSID-Datensatzes verglichen (siehe Abschnitt 4.2). Anhand dieses Da-
tensatzes werden einerseits die Einkommensdynamik der Manner und andererseits
die Querschnittsverteilungen der Frauen geschatzt. Die Mannerdynamik wird dann
bei der Anwendung der Methode der Minimierung der relativen Entropie als Hypo-
these bei der Fragestellung verwendet, ob sich die Dynamik der Frauen durch dieje-
nige der Manner erklaren lasst.

Der PSID-Datensatz enthélt jedoch mehr Information als eigentlich bendtigt wird.
Deshalb Iasst sich die Dynamik der Frauen auch direkt schatzen und nicht bloss Uber
die Anpassung der Mannerdynamik an die Randverteilungen der Frauen. Diese zu-
satzliche Information ermdéglicht somit obendrein eine Abschatzung der Wirksamkeit
des Anpassungsprozesses.
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7.2 DIE DATENLAGE

Die 6'775 Personen des PSID-Datensatzes aus Kapitel 5 wurden nach Geschlecht
getrennt. Daraus resultierte je ein Datensatz fir die Manner (3'386 Individuen) und
die Frauen (3'389 Individuen). Bei beiden resultierenden Datensatzen wurden die
Einkommen beider Jahre auf den Mittelwert der 1989'er CPS-Daten von Burkhauser
et. al. (1999) gebracht (vergleiche Abschnitt 4.2). Da 6konomisches Wachstum da-
durch eliminiert wurde, sind die Resultate dann immer relativer Natur. Die so gene-
rierten Einkommensdaten wurden anhand der selben Einkommensgrenzen wie bei
den Beispielen der vorangegangenen zwei Kapitel eingeteilt (vergleiche Abschnitt 5.2
sowie 9.3.2 zur Festlegung der Einkommensgrenzen). Die resultierenden Verteilun-

gen sind in Tabelle 7-1 widergegeben.

Einkommensklassen Verteilungen der Manner Verteilungen Qer Frauen,
Randverteilungen
H1979 H1g89 M1g79 M gg9
( -0 ,5790] 14.35 11.72 14.87 13.72
(5'790, 7'762 ] 3.69 6.11 5.16 9.77
(7'762,10'407 ] 6.00 8.77 8.76 8.79
(10'407 , 13'954 ] 9.98 10.57 9.65 10.18
(13'954,18'708 ] 12.23 14.29 10.80 10.95
(18'708 , 25'083 ] 14.80 16.57 13.16 11.86
(25'083, 33'630 ] 19.11 14.80 13.87 12.01
(33'630, 45'090 ] 11.40 8.68 12.30 10.86
(45'090 , 60'454 | 4.93 4.43 7.49 7.49
(60'454 , o0 ) 3.51 4.05 3.92 4.37
Acos 0.110 0.114 0.126 0.135
GE,.» 0.230 0.257 0.265 0.297
Acos Atkinson's Ungleichheitsindex mit € = 0.5
GEq- Verallgemeinerter Entropieindex mit a = 2

Tabelle 7-1: Verteilungen der Manner und Frauen aus den PSID-Daten

Tabelle 7-1 belegt auch das Phanomen der Zunahme der Ungleichheit zwischen den
Jahren 1979 und 1989. Die Daten zeigen auch, dass die Ungleichheit bei den Frauen
deutlich starker ausgepragt ist und dass auch die Zunahme der Ungleichheit in der
betrachteten Periode deutlicher ausfiel. Eine Betrachtung der Streudiagramme aus
Abschnitt 9.3.2.1 untermauert diese Beobachtung eindrlicklich. Die Verteilung der

Frauen ist breiter und dadurch ist auch die Mittelklasse weniger ausgepragt als bei
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den Mannern. Der Grund hierflir dirfte wohl in erster Linie in der Tatsache begriindet
sein, dass Frauen haufiger Teilzeit arbeiten und 6fters aus dem Erwerbsleben aus-
scheiden und wieder einsteigen als Manner, die ihrerseits mehrheitlich Vollzeitstellen
besetzen. Durch die Mittelwertsadjustierung auf denselben Mittelwert wird natirlich
auch das Faktum eliminiert, dass Manner im Durchschnitt héhere Léhne erzielen. Da
hier jedoch nur die Einkommensdynamik innerhalb der Geschlechter verglichen wer-
den soll, interessieren solche geschlechtsspezifischen Unterschiede nicht.

Zunichst wird aus den Daten fiir die Ménner die hypothetische Ubergangsmatrix
Pmoa geschatzt. Aus den Daten fir die Frauen werden die Randverteilungen mig7g
und myggg geschatzt, an welche die Hypothese dann angepasst werden muss. Um
die Methode der Minimierung der relativen Entropie anwenden zu kénnen, muss nun
eine zu Pmnog gehodrige hypothetische zweidimensionale Dichtematrix gemass
Dmod = diag(M)-Pmoa generiert werden. Obschon aus Abschnitt 2.4 bekannt ist, dass
U = mg7e die eindeutig bestmdgliche Hypothese D, ., aus der Menge ﬁmod(Pmod)

aller mit Pnoq kompatiblen hypothetischen zweidimensionalen Dichten generiert, wird
hier noch eine zweite Hypothese aufgestellt. Die zweite Hypothese wird vollstéandig
aus den Daten der Manner gemass Dmog = diag(H1979)'Pmoa €rstellt. Diese zweite
Hypothese wird hier dargestellt, weil ohne sie die Erkenntnisse aus Abschnitt 2.4
ausgeblieben waren.®® Um dieser historischen Entwicklung Rechnung zu tragen und

um zu demonstrieren, dass wissenschaftliche Erkenntnisse oft aus Zufall und Intuiti-

% Bei der Entwicklung der Methode der Minimierung der relativen Entropie herrschte lange eine
gewisse Unsicherheit bei der Wahl von p zur Bestimmung der hypothetischen Dichtematrix Dyoq.
Dies deshalb, weil mit der Irrelevanz von p fir die Bestimmung der optimal angepassten Dynamik
nicht gerechnet wurde. Dass in den Kapiteln 5 und 6 unbewusst die jeweils bestmdglichen Hypo-
thesen aufgestellt wurden, war nur darauf zurtickzufiihren, dass bei den theoriebasierten Modellen
von Kapitel 6 keine andere, vertretbare Alternative zur Verfligung stand. Die empirische Hypothese
aus Kapitel 5 wurde nur deshalb auf dieselbe Weise erstellt, weil sie mit den theoriebasierten Mo-
dellen kompatibel gehalten werden sollte. Ansonsten wére sie sicherlich, analog zu Abschnitt 7.3.2,
ganzlich aus den PSID-Daten erstellt worden. Da beim Bestimmen der Modelldynamik P4 aus
empirischen Daten immer zuerst die entsprechende zweidimensionale Dichte geschéatzt wird, wére

diese Vorgehensweise, ohne die Erkenntnisse aus Abschnitt 2.4, am naheliegendsten.
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on entstehen, wird in diesem Kapitel neben der bestmdglichen Hypothese D, , auch

die "schlechtere", vollstandig aus den PSID-Paneldaten der Manner generierte Hypo-
these vorgestellt.*

7.3 EMPIRISCHE RESULTATE

7.3.1 Erste Hypothese

0O
mod

Wie in den Kapiteln 5 und 6 wird die hypothetische zweidimensionale Dichte D

gemass den Erkenntnissen aus Abschnitt 2.4 durch Vermengung der hypotheti-
schen, aus den Daten der Manner geschatzten Ubergangsmatrix Pmog mit der beo-
bachteten Anfangsverteilung mg979 der Frauen geschatzt:

Do = diag(m1g7e) Pmod -

Die aus diesem Vorgehen entstandene hypothetische Dichtematrix ist in Tabelle 7-2
dargestellt.

Einkommensklasse 1989
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.0497 | 0.0129 | 0.0153 | 0.0159 | 0.0202 | 0.0178 | 0.0102 | 0.0043 | 0.0013 | 0.0010
0.0167 | 0.0074 | 0.0072 | 0.0067 | 0.0056 | 0.0035 | 0.0026 | 0.0011 | 0.0004 | 0.0004
0.0204 | 0.0121 | 0.0148 | 0.0127 | 0.0108 | 0.0082 | 0.0052 | 0.0020 | 0.0008 | 0.0005
0.0161 | 0.0101 | 0.0149 | 0.0150 | 0.0157 | 0.0125 | 0.0074 | 0.0031 | 0.0011 | 0.0003
0.0099 | 0.0080 | 0.0128 | 0.0163 | 0.0223 | 0.0206 | 0.0116 | 0.0045 | 0.0016 | 0.0004
0.0064 | 0.0062 | 0.0103 | 0.0152 | 0.0243 | 0.0307 | 0.0233 | 0.0096 | 0.0036 | 0.0020
0.0036 | 0.0040 | 0.0076 | 0.0115 | 0.0186 | 0.0299 | 0.0327 | 0.0186 | 0.0077 | 0.0044
0.0022 | 0.0023 | 0.0042 | 0.0072 | 0.0129 | 0.0208 | 0.0288 | 0.0234 | 0.0126 | 0.0088
0.0011 | 0.0007 | 0.0017 | 0.0036 | 0.0063 | 0.0097 | 0.0143 | 0.0143 | 0.0115 | 0.0118
10| 0.0005 | 0.0003 | 0.0007 | 0.0011 | 0.0018 | 0.0031 | 0.0052 | 0.0052 | 0.0060 | 0.0154

Einkommensklasse 1979
O|o|N|oojgO|B]|WIN]|—=

Tabelle 7-2: Hypothetische zweidimensionale Dichte D

mod

% Analog zu Kapitel 5 wurden auch hier die beiden Hypothesen mittels zweidimensionaler Kerndich-
teschatzung generiert, um Nullelemente in den hypothetischen Dynamiken zu vermeiden. Die Dy-

namiken wurden mit einem zweidimensional normalverteilten Kern und automatisch bestimmter
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Die zur Berechnung der optimal angepassten Dichte Dy notwendigen Anpassungs-

faktoren fur alle Zellen der Hypothese D, , sind in Tabelle 7-3 widergegeben.

Einkommensklasse 1989

1 2 3 4 8 9 10

1] 1.0795 | 1.5023 | 0.9656 | 0.9480 1.2536 | 1.6268 | 1.0036

g 21 1.0326 | 1.4370 | 0.9237 | 0.9068 1.1991 | 1.5561 | 0.9600
° 3] 1.0545 | 1.4675 | 0.9433 | 0.9260 1.2245 | 1.5891 | 0.9803
£ 41 1.0975| 1.5273 | 0.9817 | 0.9638 1.2744 | 1.6539 | 1.0203
% 5] 1.1518 | 1.6030 | 1.0303 | 1.0115 1.3376 | 1.7358 | 1.0708
& 6] 1.1708 | 1.6294 | 1.0473 | 1.0282 1.3596 | 1.7644 | 1.0885
E 7] 1.1327 | 1.5763 | 1.0132 | 0.9947 1.3153 | 1.7069 | 1.0530
% 8] 1.0667 | 1.4845 | 0.9542 | 0.9368 1.2388 | 1.6076 | 0.9917
i 9] 1.0154 | 1.4130 | 0.9082 | 0.8917 1.1791 | 1.5301 | 0.9440
10| 0.9989 | 1.3901 | 0.8935 | 0.8772 1.1600 | 1.5053 | 0.9287

:lAnpassungsfaktoren Uber 1.25 -Anpassungsfaktoren unter 0.8

Tabelle 7-3: “Wahrscheinlichste” Anpassungen pro Zelle (Kreuzprodukt von @y, und @iy )

Es handelt sich dabei um das Kreuzprodukt ®" = @, (€., ~der Vektoren der Schro-

dingermultiplikatoren (vergleiche Abschnitt 2.3.2). Tabelle 7-2 und Tabelle 7-3 dienen
vor allem dem Vergleich mit der Hypothese aus dem nachsten Abschnitt.

Einkommensklasse 1989
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.0537 | 0.0194 | 0.0148 | 0.0151 | 0.0156 | 0.0131 | 0.0085 | 0.0054 | 0.0021 | 0.0010
0.0173 | 0.0107 | 0.0066 | 0.0060 | 0.0042 | 0.0025 | 0.0021 | 0.0013 | 0.0006 | 0.0004
0.0216 | 0.0178 | 0.0140 | 0.0117 | 0.0082 | 0.0059 | 0.0042 | 0.0024 | 0.0013 | 0.0005
0.0177 | 0.0155 | 0.0147 | 0.0145 | 0.0123 | 0.0094 | 0.0063 | 0.0040 | 0.0018 | 0.0004
0.0114 | 0.0128 | 0.0132 | 0.0165 | 0.0183 | 0.0162 | 0.0103 | 0.0060 | 0.0028 | 0.0005
0.0075 | 0.0102 | 0.0108 | 0.0156 | 0.0203 | 0.0245 | 0.0211 | 0.0131 | 0.0064 | 0.0022
0.0041 | 0.0064 | 0.0077 | 0.0114 | 0.0151 | 0.0231 | 0.0286 | 0.0245 | 0.0132 | 0.0046
0.0024 | 0.0034 | 0.0040 | 0.0067 | 0.0098 | 0.0151 | 0.0238 | 0.0290 | 0.0202 | 0.0087
0.0011 | 0.0010 | 0.0015 | 0.0032 | 0.0045 | 0.0067 | 0.0113 | 0.0168 | 0.0176 | 0.0111
0.0005 | 0.0005 | 0.0006 | 0.0009 | 0.0013 | 0.0021 | 0.0040 | 0.0060 | 0.0090 | 0.0143

Einkommensklasse 1979
OlOo|IN|ojga|h]|W|IN|—=

=y
o

Tabelle 7-4: Optimal angepasste zweidimensionale Dichte Dy

Fensterbreite erstellt (Programmdatei kdest2d.m aus der Matlab-Toolbox von C.C. Beardah,
http://science.ntu.ac.uk/msor/ccb/densest.html).
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Die Elementweise Multiplikation der Hypothese DY ., mit der Anpassungsmatrix ®"

fhrt zur optimal angepassten zweidimensionalen Dichte Dqp, welche in Tabelle 7-4

dargestellt ist.

Um die Auswirkungen des Anpassungsprozesses auf die Hypothese zu verstehen ist
ein Blick auf die entsprechenden Transitionsmatrizen angebracht. Hierzu werden,
analog zu den vorangehenden zwei Kapiteln, die Hypothese (in Klammern) und die
optimale Anpassung (fettgedruckt) in Form von Ubergangsmatrizen in Tabelle 7-5
wiedergegeben. Hierbei stechen Erkenntnisse ins Auge, die auch schon beim Ver-
gleich der Einkommensverteilungen von Mannern und Frauen (Tabelle 7-1) ersicht-
lich wurden. So muss die Wahrscheinlichkeit des Auf- respektive Abstiegs in die
mittleren Klassen fur die Frauen im Vergleich mit den Mannern stark reduziert wer-
den. Dasselbe gilt, wiederum fur alle Startklassen, mit umgekehrtem Vorzeichen fir
die zweitunterste und die zweithdchste Einkommensklasse. Auch die Wahrschein-
lichkeit eines Aufstiegs in die dritthéchste Klasse wird durch den Anpassungsprozess
stark angehoben.

0.3610 | 0.1307 | 0.0996 | 0.1016
(0.3344) | (0.0870) | (0.1032) | (0.1071)
0.3348 | 0.2067 | 0.1286 | 0.1169
(0.3242) | (0.1438) | (0.1392) | (0.1289)
0.2460 | 0.2034 | 0.1593 | 0.1337
(0.2333) | (0.1386) | (0.1689) | (0.1444)
0.1836 | 0.1606 | 0.1521 | 0.1501
(0.1673) | (0.1052) | (0.1549) | (0.1557)
0.1054 | 0.1189 | 0.1222 | 0.1531
(0.0915) | (0.0742) | (0.1186)| (0.1514)
0.0572 | 0.0772 | 0.0822 | 0.1184
(0.0489) | (0.0474) | (0.0784) | (0.1152)
0.0295 | 0.0459 | 0.0555 | 0.0825
(0.0260) | (0.0291) | (0.0547) | (0.0829)
0.0192 | 0.0273 | 0.0324 | 0.0546
(0.0180) | (0.0184) [ (0.0340) | (0.0583)
0.0152 | 0.0138 | 0.0202 | 0.0433
(0.0149) | (0.0098) | (0.0222) | (0.0485)
0.0119 | 0.0122 | 0.0161 | 0.0241
(0.0119) | (0.0088) | (0.0180)| (0.0274)

Anpassungsfaktoren Uber 1.25 -Anpassungsfaktoren unter 0.8

0.0366 | 0.0139 | 0.0067
(0.0292) | (0.0085) | (0.0067)
0.0261 | 0.0112 | 0.0075
(0.0217) ] (0.0072) | (0.0078)
0.0279 | 0.0149 | 0.0060
(0.0228) | (0.0094) | (0.0061)
0.0414 | 0.0183 | 0.0037
(0.0325) | (0.0111) | (0.0036)
0.0556 | 0.0256 | 0.0043
(0.0416) | (0.0147) | (0.0040)
0.0994 | 0.0486 | 0.0167
(0.0731) | (0.0275) | (0.0153)
0.1763 | 0.0953 | 0.0334
(0.1340) | (0.0558) | (0.0317)
0.2356 | 0.1645 | 0.0706
(0.1902) | (0.1023) | (0.0712)
0.2242 | 0.2351 | 0.1483
(0.1901) | (0.1536) | (0.1571)
0.1536 | 0.2292 | 0.3648
(0.1324) | (0.1522) | (0.3928)

Tabelle 7-5: Angepasste Ubergangsmatrix P,y (fettgedruckt) und Hypothese Pyoq (in Klammern)
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7.3.2 Zweite Hypothese

Im Unterschied zur ersten Hypothese wird hier die hypothetische zweidimensionale
Dichtematrix Dmoq direkt aus der Schatzung der Ubergangsdynamik der Manner
tbernommen. Durch Einbezug der Anfangsverteilung plig79 der Manner (Tabelle 7-1)

lasst sich die zweite Hypothese folgendermassen formulieren:

Dmod = diag(H1979)-Pmod -

Es kommt somit nicht zu einer Vermischung von Hypothese und beobachteter An-
fangsverteilung. Die vollstandig aus der Einkommensdynamik der Manner generierte
hypothetische zweidimensionale Dichte ist in Tabelle 7-6 dargestellt.

Einkommensklasse 1989
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.0480 | 0.0125 | 0.0148 | 0.0154 | 0.0195 | 0.0172 | 0.0098 | 0.0042 | 0.0012 | 0.0010
0.0120 | 0.0053 | 0.0051 | 0.0048 | 0.0040 | 0.0025 | 0.0019 | 0.0008 | 0.0003 | 0.0003
0.0140 | 0.0083 | 0.0101 | 0.0087 | 0.0074 | 0.0056 | 0.0035 | 0.0014 | 0.0006 | 0.0004
0.0167 | 0.0105 | 0.0155 | 0.0155 | 0.0163 | 0.0130 | 0.0077 | 0.0032 | 0.0011 | 0.0004
0.0112 | 0.0091 | 0.0145 | 0.0185 | 0.0252 | 0.0233 | 0.0131 | 0.0051 | 0.0018 | 0.0005
0.0072 | 0.0070 | 0.0116 | 0.0170 | 0.0273 | 0.0345 | 0.0262 | 0.0108 | 0.0041 | 0.0023
0.0050 | 0.0056 | 0.0105 | 0.0158 | 0.0256 | 0.0412 | 0.0450 | 0.0256 | 0.0107 | 0.0061
0.0021 | 0.0021 | 0.0039 | 0.0066 | 0.0119 | 0.0193 | 0.0267 | 0.0217 | 0.0117 | 0.0081
0.0007 | 0.0005 | 0.0011 | 0.0024 | 0.0041 | 0.0064 | 0.0094 | 0.0094 | 0.0076 | 0.0077
10| 0.0004 | 0.0003 | 0.0006 | 0.0010 | 0.0016 | 0.0028 | 0.0046 | 0.0047 | 0.0053 | 0.0138

Einkommensklasse 1979
O|lo|IN|ojla|_]|WOWIN]|—=

Tabelle 7-6: Hypothetische zweidimensionale Dichte Dyeq

O
mod

Ein Vergleich mit der ersten Hypothese D__, (Tabelle 7-2) zeigt doch zum Teil deutli-

che Unterschiede der beiden hypothetischen Dichtematrizen auf. So ist zum Beispiel
die unbedingte Wahrscheinlichkeit, in beiden Jahren in der obersten Einkommens-
klasse zu sein, hier deutlich tiefer. Andererseits sind die Wahrscheinlichkeiten deut-
lich héher, zu beiden Zeitpunkten in den mittleren Klassen 5, 6 oder 7 zu sein. Dies
bestatigt die oben getétigte Aussage, dass die Mittelklasse bei den Mannern deutlich
ausgepragter ist als bei den Frauen (vergleiche auch die Verteilungen in Tabelle
7-1). Bei der ersten Hypothese wird dieses Faktum, durch die Vermischung mit der
Anfangsverteilung der Frauen, schon partiell Teil der Hypothese. So wird klar, dass
die zweite Hypothese insgesamt starker an die Randverteilungen angepasst werden
muss als das erste Modell. Dies leuchtet auch intuitiv ein, da bei der ersten Hypothe-
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se mit der beobachteten Anfangsverteilung schon ein Teil der Beobachtungen, an
welche das Modell ja angepasst werden soll, in die Hypothese einfliesst.

In Tabelle 7-7 ist die Matrix ® = @979'@rog9” der Anpassungsfaktoren dargestellt. Ein
Vergleich dieser Matrix mit derjenigen der ersten Hypothese (Tabelle 7-3) zeigt, dass
sich diese ebenfalls deutlich voneinander unterscheiden. So sind die notwendigen
Anpassungen hier insgesamt deutlich starker. Dies wird auch durch einen Blick auf

die relativen Entropien der beiden Hypothesen hinsichtlich des optimal angepassten
Modells in Tabelle 7-10 verdeutlicht. So ist D

mod

deutlich n&her bei Do als die zweite

Hypothese Dmog.

Einkommensklasse 1989

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1] 1.1185 | 15565 | 1.0005 | 0.9822 0.8647 | 1.2989 | 1.6855 | 1.0398
R 2| 1.4443] 20100 | 12920 | 1.2684 | 1.0316 | 0.9855 | 1.1166 | 1.6772 | 2.1766 | 13428
= 3| 15414 | 2.1451 | 1.3788 | 1.3536 | 1.1009 | 1.0518 | 1.1917 | 1.7900 | 2.3229 | 1.4330
@ 4| 1.0608 | 14763 | 09489 | 0.9316 0.8201 | 1.2319 | 1.5986 | 0.9862
% 5| 1.0174 | 1.4159 | 09101 | 0.8934 11814 | 1.5332 | 0.9458
S 6| 1.0414 | 1.4492 0.9145 1.2093 | 1.5693 | 0.9681
E "7 08221 [ 1.1440 0.9546 | 1.2338 |JONGAN
2 8| 11514 16023 0.8224 0.8902 | 1.3371 | 1.7351 | 1.0704
ii 9| 1.5429 | 2.1472 | 1.3802 | 1.3550 | 1.1020 11929 | 1.7918 | 2.3252 | 1.4344
10| 1.1154 | 156523 | 0.9978 | 0.9796 0.8624 | 1.2953 | 1.6810 | 1.0370

:lAnpassungsfaktoren Uber 1.25 -Anpassungsfaktoren unter 0.8

Tabelle 7-7: “Wahrscheinlichste” Anpassungen pro Zelle (Kreuzprodukt von @979 und @gg)

Die Zellenweisen Produkte der jeweiligen hypothetischen Dichten mit ihren Anpas-
sungsmatrizen fuhrt jedoch flr beide Hypothesen zur selben optimal angepassten
zweidimensionalen Dichte Do, wie sie in Tabelle 7-4 abgebildet ist. Somit ist natdr-
lich auch die optimal angepasste Ubergangsmatrix fiir beide Hypothesen identisch.
Da auf der Ebene der Ubergangsmatrizen sowohl die urspriingliche wie auch die
optimal adjustierte Hypothese identisch sind, gelten sowohl die Darstellung in Tabelle
7-5 wie auch die daraus abgeleiteten Schlussfolgerungen fir beide Hypothesen.
Dieses Resultat fihrte dann zum Beweis von Abschnitt 2.4, dass, bei gegebener
hypothetischer Ubergangsmatrix Ppog, die Wahl der Anfangsverteilung p zur Erstel-

lung der hypothetischen zweidimensionalen Dichte gemass Dpog = diag(l):Pmog flr
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die Berechnung der optimal angepassten Dynamik Doy respektive Pq irrelevant ist.
Zudem fUhrten diese Beobachtungen auch zum Beweis, dass die Gleichsetzung von

K mit der beobachteten Anfangsverteilung m1g79 zur bestmdéglichen, mit Pp,o.q kompa-

tiblen hypothetischen zweidimensionalen Dichte D, fuhrt.

mod

7.3.3 Vergleich der Hypothesen mit der "wahren" Dynamik

7.3.3.1  "Wahre" Frauendynamik und Csiszar Projektionen

Da auch die Daten der Frauen aus dem PSID-Panel enthommen wurden, kann die
Dynamik der Frauen auch direkt geschatzt werden. Diese Schatzung entspricht dann
im hier vorgestellten Kontext der "wahren" Einkommensdynamik Dyanr der Frauen.
Diese zweidimensionale Dichtematrix ist in Tabelle 7-8 dargestellt. Wie die beiden
Hypothesen wurde auch Dyan mittels zweidimensionaler Kerndichteschatzung aus
den Daten bestimmt, zwecks Vermeidung von Nullelementen in der Matrix (verglei-
che Fussnote 94, S. 124).

Einkommensklasse 1989
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.0353 | 0.0178 | 0.0152 | 0.0185 | 0.0195 | 0.0182 | 0.0115 | 0.0074 | 0.0035 | 0.0017
0.0108 | 0.0099 | 0.0079 | 0.0060 | 0.0051 | 0.0049 | 0.0033 | 0.0022 | 0.0010 | 0.0005
0.0174 | 0.0190 | 0.0155 | 0.0111 | 0.0078 | 0.0065 | 0.0045 | 0.0032 | 0.0018 | 0.0007
0.0172 | 0.0159 | 0.0150 | 0.0148 | 0.0109 | 0.0087 | 0.0066 | 0.0042 | 0.0023 | 0.0010
0.0170 | 0.0115 | 0.0115 | 0.0158 | 0.0156 | 0.0146 | 0.0107 | 0.0065 | 0.0033 | 0.0014
0.0171 | 0.0103 | 0.0098 | 0.0157 | 0.0210 | 0.0219 | 0.0175 | 0.0109 | 0.0051 | 0.0023
0.0117 | 0.0067 | 0.0070 | 0.0111 | 0.0160 | 0.0215 | 0.0265 | 0.0220 | 0.0113 | 0.0049
0.0077 | 0.0041 | 0.0041 | 0.0057 | 0.0085 | 0.0143 | 0.0244 | 0.0278 | 0.0181 | 0.0085
0.0025 | 0.0018 | 0.0015 | 0.0022 | 0.0035 | 0.0057 | 0.0108 | 0.0172 | 0.0180 | 0.0116
10| 0.0004 | 0.0006 | 0.0005 | 0.0008 | 0.0014 | 0.0023 | 0.0043 | 0.0072 | 0.0105 | 0.0112

Einkommensklasse 1979
O|o|N|ojga|B]|WIN]|—=

Tabelle 7-8: "Wahre" zweidimensionale Dichte der Frauen Dyap, -

Flr einen Vergleich der "wahren" mit der optimal adjustierten Dynamik eignen sich
jedoch die entsprechenden Ubergangsmatrizen besser. Deshalb wird in Tabelle 7-9
die "wahre" Ubergangsmatrix der Frauen (fettgedruckt) der optimal adjustierten Tran-

sitionsmatrix (in Klammern) gegenibergestellt.
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0.2376 | 0.1200 | 0.1022 | 0.1246
(0.3610) | (0.1307) | (0.0996) | (0.1016)
0.2086 | 0.1911 | 0.1531 | 0.1159 | 0.0997
(0.3348) | (0.2067) | (0.1286) | (0.1169) | (0.0804)
0.1984 | 0.2174 | 0.1771 | 0.1268 | 0.0894 0.0516
(0.2460) | (0.2034) | (0.1593) | (0.1337)| (0.0931) | (0.0675) | (0.0482)
0.1783 | 0.1646 | 0.1555 | 0.1537 | 0.1132 | 0.0901 | 0.0680 | 0.0433
0.1836 (0.1521)] (0.1501) | (0.1279) | (0.0972) | (0.0652) | (0.0414)
0.1062 | 0.1460 | 0.1448 | 0.1351 | 0.0995 | 0.0603 | 0.0307
(0.1222)] (0.1531) | (0.1695) | (0.1500) | (0.0954) | (0.0556) | (0.0256)
0.0742 | 0.1195 | 0.1594 | 0.1666 | 0.1329 | 0.0825 | 0.0390 | 0.0175
(0.0822) | (0.1184) | (0.1541) | (0.1862) | (0.1600) | (0.0994) | (0.0486) | (0.0167)
0.0502 | 0.0801 | 0.1155 | 0.1548 | 0.1913 | 0.1588 | 0.0812 | 0.0352
(0.0555) | (0.0825) | (0.1086) | (0.1667) | (0.2063) | (0.1763) | (0.0953) | (0.0334)
0.0330 | 0.0463 | 0.0690 | 0.1163 | 0.1980 | 0.2259 | 0.1467 | 0.0690
(0.0324) | (0.0546) | (0.0796) | (0.1230) | (0.1931) | (0.2356) | (0.1645) | (0.0706)
0.0201 | 0.0300 | 0.0472 | 0.0766 | 0.1439 | 0.2297 | 0.2407 | 0.1543
(0.0202) | (0.0433) | (0.0606) | (0.0892) | (0.1503) | (0.2242) | (0.2351) | (0.1483)
0.0140 | 0.0199 | 0.0349 | 0.0587 | 0.1100 | 0.1840 | 0.2666 | 0.2860
(0.0161)] (0.0241) | (0.0324) | (0.0539) | (0.1019) | (0.1536) | (0.2292) | (0.3648)

Uberschatzungsfaktoren tiber 1.25 -Unterschétzungsfaktoren unter 0.8

Tabelle 7-9: "Wahre" Ubergangsmatrix P, (fettgedruckt) und optimal adjustierte

Dynamik Pg (in Klammern)

Hierbei stechen zuerst die starken Unterschatzungen der "wahren" Aufstiegsmdg-
lichkeiten aus unteren in hdhere bis hdchste Einkommensklassen heraus (rechte
obere Ecke von Tabelle 7-9). Auch sind die Ruckfallwahrscheinlichkeiten aus den
Klassen 5 bis 9 in die niedrigste Einkommensklasse in der "wahren" Ubergangsdy-
namik zum Teil drastisch héher. Zudem werden die Verweilwahrscheinlichkeiten in
der untersten und der obersten wie auch die Wahrscheinlichkeit eines Abstiegs von
der zweiten in die unterste Einkommensklasse in der adjustierten Dynamik deutlich
Uberschatzt. Diese Beobachtungen decken sich mit der deutlich erhéhten Mobilitat in
der "wahren" Frauendynamik gegenlber der optimal adjustierten Hypothese (verglei-
che Tabelle 7-10). Interessant ist auch, dass von den insgesamt 100 Zellen durch
den Anpassungsprozess 77 Eintrage zum Teil wesentlich néher an die "wahre" Dy-
namik korrigiert wurden, wéahrend 23 Zellen sich davon weiter entfernten. Insgesamt
zeigt dies jedoch deutlich auf, dass die Methode der Minimierung der relativen Entro-
pie ein ziemlich effektives Instrument zur Verbesserung einer Hypothese ist, auch
wenn diese nicht sonderlich gut gewahlt sein sollte. In die adjustierte Dynamik fliesst
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somit ein guter Teil der Ober die Randverteilungen eingebrachten Information des

wahren dynamischen Einkommensprozesses ein.

FUr beide berechneten Hypothesen erflllen die entsprechenden zweidimensionalen
Dichten das in Gleichung (2-8) dargestellte Analogon zum Theorem von Pythagoras.
Dies kommt auch in der Csiszar-Projektion in Abbildung 2-4 zum Ausdruck. Dieser
Zusammenhang ist in den folgenden beiden Gleichungen dargestellt.

e Hypothese 1: D, , = diag(M1979)Pmod

(7-1) H(Dwanr| Drnoq ) HDoptl Drng) ~ +  H(Dwanr| Dop)

mod

= 0.05943 = 0.02895 + 0.03048

* Hypothese 2. Dmog = diag(H1979)*Pmod
(7‘2) H(Dwahr| Dmod) = H(Dopt| Dmod) + H(Dwahr| Dopt)
= 0.08385 = 0.05337 + 0.03048

Ein Vergleich der Gleichungen (7-1) und (7-2) verdeutlicht ebenfalls die Tatsache,
dass die optimal angepasste Hypothese Do fur beide Félle identisch ist, da die rela-
tive Entropie von Duanr hinsichtlich Dopt beide male denselben Wert annimmt. Der
Anpassungsprozess fihrt in beiden Fallen zu einer wesentlichen Verbesserung der
urspringlichen Hypothese. Die Verbesserung féallt natirlich bei der zweiten Hypothe-
se eindriicklicher aus, da sich diese ja in grosserer Distanz zur Menge D aller zwei-
dimensionalen Dichten mit den Randverteilungen mig79 und myggg befindet. Diese

Differenz zwischen den relativen Entropien H(Dgpt| D;,,y) Und H(Dopt| Dmod) ist ge-

mod

mass Dekomposition (2-15) gegeben durch:

10 m i
zm1979,i (og (ﬂJ .

i=t Higze,

Diese Differenz entspricht genau der relativen Entropie der Anfangsverteilung der
Frauen hinsichtlich derjenigen der Manner H(m1g79|l1979) (vergleiche Abschnitt 2.4).
Trotzdem verbleibt noch ein, auch mit den relativen Entropien der urspringlichen
Hypothesen verglichen, grosser Unterschied zwischen "wahrer" und optimal ange-
passter Dynamik. Dies kann auch als Hinweis daflir gewertet werden, dass die Dy-
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namik der Frauen nur ungenigend durch diejenige der Manner geschatzt werden
kann. Dies wird auch durch einen Blick auf die Werte der Teststatistik (Gleichungen
(2-16) respektive (2-17); die Anzahl n entspricht hier den 3'386 Mannern der Hypo-
these) in Tabelle 7-10 gestitzt. Auf dem 1%-Niveau betragt der kritische Wert der x2-
Verteilung mit 9 Freiheitsgraden 21.67 (Hypothese 1) und derjenige mit 18 Freiheits-
graden 34.81 (Hypothese 2). Somit missen beide Hypothesen deutlich verworfen
werden. Auch bei Wahl der bestmdglichen hypothetischen zweidimensionalen Dichte
D, lasst sich die Nullhypothese, dass die Einkommensdynamik der Frauen gen-
gend genau durch diejenige der Manner geschatzt werden kann, nicht aufrechterhal-
ten. Sie ist sogar mit aller Deutlichkeit abzulehnen. Die notwendigen Anpassungen
der Mannerdynamik an die Randverteilungen der Frauen fallen deshalb hoch signifi-

kant aus.

7.3.3.2  Statistik und Mobilititsmasse

Wie in den vorangegangenen Kapiteln erldutert bedeutet die deutliche Ablehnung der
urspringlichen Hypothesen hingegen nicht, dass sich die fir beide Hypothesen iden-
tische optimal angepasste Dynamik nicht trotzdem fiir die Auswertung von Mobili-
tatsmassen und die Projektion in die Zukunft eignet. Interessant ist hier nattrlich ein
Vergleich der adjustierten Hypothese mit der Ublicherweise unbekannten "wahren"
Dynamik. Die entsprechenden Mobilitdtsmasse finden sich in Tabelle 7-10.

Interessant ist zun&chst die Feststellung, dass die Mobilitat der Manner (hypotheti-
sche Ubergangsmatrix Pmoqg) hinsichtlich aller hier erwéhnten Mobilitatsmasse deut-
lich niedriger ausfallt als diejenigen der Frauen ("wahre" Dynamik Pyanr). Durch den
Anpassungsprozess wird die Mobilitat der in Kapitel 3 erarbeiteten Mobilitdtsmasse
in die richtige Richtung verschoben. So wird fir das Bartholomew-Funktional sowohl
die Gleichgewichts- als auch die Periodenmobilitdt von Pop im Vergleich mit Pmoq
erhdht und somit in die richtige Richtung angepasst.
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Bartholomew's Mobilitatsindex ?

hypothetische Ubergangsmatrix 1.7917

angepasste Ubergangsmatrix 1.8187

"wahre" Ubergangsmatrix 2.0807
Periodenmobilitatsindex ?

hypothetische Ubergangsmatrix 0.2441

angepasste Ubergangsmatrix 0.2565

"wahre" Ubergangsmatrix 0.3342
Prais' Mobilitatsindex ®

hypothetische Ubergangsmatrix 0.8651

angepasste Ubergangsmatrix 0.8584

"wahre" Ubergangsmatrix 0.8873

1. Hypothese | 2. Hypothese

relative Entropie 0.0290 0.0534
Teststatistik (1. Hypothese: x(9) ; 2. Hypothese: X*(18)) ® 196.08 361.41

@ Die Definitionen dieser Indices finden sich in Tabelle 3-1 und Definition 3-7 in Kapitel 3
Der Test ist auf dem 1%-Niveau signifikant

Tabelle 7-10: Mobilitdtsmasse der hypothetischen, optimal adjustierten und wahren Dynamik,

Teststatistiken der Hypothesen

Dass die angepasste Hypothese jedoch immer noch ziemlich weit von der "wahren"
Frauendynamik entfernt ist, wird auch hier manifest. Die Anpassung fuhrt zwar zu
einer Annaherung der Werte des in dieser Arbeit propagierten Indexpaars, die Mobili-
tat der "wahren" Frauendynamik ist jedoch trotz dieser Verbesserung immer noch
deutlich grésser. Der Verbesserung der Situation beim Bartholomew-Indexpaar steht
hingegen eine Verschlechterung beim Prais' Index gegenlber. Hier flhrt der Anpas-
sungsprozess zu einer Mobilitatsverringerung und somit zu einer noch grésseren

Mobilitatsdifferenz.

7.3.3.3 Projektionen

Wie in den Kapiteln 5 und 6 werden nun die Zukunftsprognosen der angepassten
Dynamik P aufgestellt und jenen der "wahren" Ubergangsdynamik Puan gegen-
Ubergestellt. In Tabelle 7-11 finden sich die Projektionen der Verteilung miggg zehn
Jahre in die Zukunft (mig99) sowie die implizierten Gleichgewichtsverteilungen Tt
welche die langfristige Entwicklung der Einkommensverteilung der Frauen ceteris

paribus abschéatzen.
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projizierte Verteilungen
Einkommens- | Beobachtungen angepasste wahre
klasse Hypothesen Dynamik
M1g79 M1gg9 M1g99 Ll M 1999 Tl
1 14.87 | 13.72 | 14.82 | 16.27 | 14.12 | 14.53
2 5.16 9.77 | 10.46 [ 11.07 | 10.39 [ 10.78
3 8.76 8.79 9.12 9.49 9.25 9.56
4 9.65 | 10.18 | 10.33 | 10.55 | 10.31 10.50
5 10.80 | 10.95 | 10.79 | 10.81 10.83 | 10.89
6 13.16 | 11.86 | 11.35 | 11.07 | 11.58 | 11.51
7 13.87 | 12.01 11.35 [ 10.76 | 11.50 [ 11.20
8 12.30 [ 10.86 | 10.24 9.49 | 10.39 9.98
9 7.49 7.49 7.17 6.53 7.28 6.93
10 3.92 4.37 4.37 3.96 4.34 4.12
Acos 0.126 | 0.135 | 0.140 | 0.142 | 0.138 | 0.139
GE,_, 0.265 | 0.297 | 0.313 | 0.329 | 0.308 | 0.314

M1g99 projizierte Einkommensverteilung 1999 basierend auf der entsprechenden
Ubergangsmatrix und der Anfangsverteilung m;ggg

] Gleichgewichtsverteilung der jeweiligen Ubergangsmatrix
Acos Atkinson's Ungleichheitsindex mit € = 0.5
GE,.» Verallgemeinerter Entropieindex mit a = 2

Tabelle 7-11: Vergleich der Projektionen von angepasster und wahrer Dynamik

Wie beim Vergleich der adjustierten theoretischen Hypothesen (Kapitel 6) mit dem
plausibleren angepassten PSID-Modell (Kapitel 5) zeigt sich auch hier ein &hnliches
Bild zwischen der optimal adjustierten Hypothese und der a priori plausibleren "wah-
ren" Dynamik. Die qualitativen Aussagen decken sich in beiden Fallen gut. So deuten
die beiden Ungleichheitsmasse fur beide Falle darauf hin, dass sich der beobachtete
Trend in der Entwicklung der Ungleichheit bei den Frauen fortsetzen wird. Beide
Masse sagen, sowohl kurz- wie auch langfristig, eine weitere Zunahme der Un-
gleichheit voraus. Dies entspricht den Prognosen fiir die Gesamtpopulation (verglei-
che Kapitel 5 respektive 6). Die Entwicklung fallt hier bei der adjustierten Hypothese

Popt prononcierter aus als bei Pyanr.

Die Zunahme der Ungleichheit wird aufgrund der angepassten Hypothese mit der
folgenden Entwicklung begrindet. Kurzfristig wird, verglichen mit 1989, eine Zunah-
me in den untersten vier sowie eine Reduktion in den Einkommensklassen 5 bis 9
erwartet. Die oberste Klasse bleibt kurzfristig unverandert. Verglichen mit der Prog-
nose flr das Jahr 1999 legen die untersten flnf Klassen langfristig weiterhin zu,

wahrend der Abbau nun die gesamte obere Halfte der Einkommensverteilung betrifft.
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Bei der "wahren" Dynamik ist der Verlauf &hnlich, jedoch weniger dramatisch. So
kommt es hier kurzfristig ebenfalls zu einer Zunahme in den untersten vier Klassen,
der Abbau betrifft hier schon alle sechs héchsten Einkommensklassen. Langfristig
zeigt sich wiederum das Bild einer weiteren Zunahme in der unteren Hélfte der Ein-
kommensverteilung wahrend die oberen finf Klassen weiter abnehmen. Vor allem
die Zunahme in den untersten Einkommensklassen wie auch die Reduktion in der
hdchsten Klasse sind deutlich weniger ausgepragt als beim optimal angepassten
Modell.

7.4 SCHLUSSFOLGERUNGEN

In diesem Kapitel wurde die Methode der Minimierung der relativen Entropie aus
Kapitel 2 auf die Fragestellung angewandt, ob die Einkommensdynamik der Frauen
der USA flir die Dekade 1979 bis 1989 genligend genau durch diejenige der US-
Méanner erklart wird. Um ékonomisches Wachstum sowie Unterschiede zwischen den
Geschlechtern im Einkommensniveau auszuschliessen, wurden die verwendeten
Daten aus dem PSID-Panel der Jahre 1979 und 1989 fir beide Geschlechter und
beide Jahre auf denselben Mittelwert korrigiert. Der Analogie mit den Beispielen der
Kapitel 5 und 6 folgend wurden alle Daten auf den Mittelwert der 1989'er CPS-Daten
von Burkhauser et. al. (1999) korrigiert. Somit wurden hier bloss Unterschiede in der
reinen Dynamik der Einkommensverteilung zwischen den Geschlechtern untersucht.
Die Hypothese, die Einkommensdynamik der Frauen kénnte durch jene der Manner
ausreichend genau beschrieben werden, musste in aller Deutlichkeit abgelehnt wer-
den. Da der verwendete PSID-Datensatz mehr Information als benétigt enthélt, konn-
te die Dynamik der Frauen auch direkt geschatzt werden. Dies erlaubte es, einen
direkten Vergleich zwischen adjustierter Hypothese und "wahrer" Dynamik anzustel-
len und so auch zu demonstrieren, dass die Anpassungen das Modell eindeutig in
die richtige Richtung verbesserten. Damit wurde deutlich gemacht, dass sich die
Methode ohne weiteres bei Untersuchungen einsetzen lasst, wo die zusatzliche

Information zur Bestimmung der "wahren" Dynamik nicht vorhanden ist.

Zusammengefasst kann das Fazit gezogen werden, dass das angepasste Modell

qualitativ dieselben Schllisse zulasst wie die "wahre" Dynamik. So wird kurz- wie
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langfristig eine weitere Zunahme der Ungleichheit bei den Frauen der USA voraus-
gesagt. Der Trend bei der Gesamtpopulation der USA (Kapitel 5) bestétigt sich also
bei der Teilpopulation der Frauen. Da es sich auch hier um relative Vergleiche han-
delt gilt, dass durch diese Feststellung nicht ausgeschlossen wird, dass ékonomi-
sches Wachstum trotz zunehmender Ungleichheit alle Frauen besser stellen kénnte.
Bei Mobilitatsvergleichen der adjustierten Hypothese mit der urspringlichen Hypo-
these (Mannerdynamik Pmoq) zeigt sich flir das in Kapitel 3 entwickelte Bartholomew-
Indexpaar dasselbe Bild wie beim direkten Vergleich der Frauen- mit der Mannerdy-
namik. Sowohl die Gleichgewichts- als auch die Periodenmobilitét sind in der adjus-
tierten Ubergangsdynamik P,y hoher als in der Einkommensdynamik der Manner.
Der Unterschied zu den Mannern féllt allerdings weiniger deutlich aus als beim direk-
ten Vergleich von Frauen und Mannern. Die Frauen zeigen in der Periode 1979 bis
1989 eine deutlich héhere soziale Mobilitat als die Manner. Die Griinde dafir miss-
ten allerdings n&her ausgeleuchtet werden. Zum Teil tragt sicher die Tatsache dazu
bei, dass Teilzeitarbeit und somit eine Erhéhung wie auch eine Verringerung des
Beschaftigungsgrades bei Frauen wesentlich haufiger anzutreffen ist als bei Man-

nern, welche vermehrt Vollzeitstellen besetzen.
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8 MONTE CARLO SIMULATION

8.1 EINLEITUNG

Um die Effektivitat der Methode der Minimierung der relativen Entropie bei der Adjus-
tierung von Hypothesen der Einkommensdynamik an beobachtete Randverteilungen
zu demonstrieren und so diese Methode zusatzlich zu stitzen, wird in diesem Kapitel
eine Monte Carlo Simulationsstudie durchgefiihrt. Fiir diese Simulation wird die in
Kapitel 5 geschatzte, optimal an die beobachteten Einkommensverteilungen ange-
passte Ubergangsdynamik der USA als wahrer Einkommensprozess postuliert. Zu-
dem werden die in Tabelle 5-4 dargestellten Einkommensverteilungen fur die Jahre
1979 und 1989 sowie fir den Gleichgewichtszustand als wahr und bekannt voraus-

gesetzt.

Geméss diesen Vorgaben werden dann, mittels Zufallszahlengenerator, diverse
Zufallsstichproben fiir die Dekade 1979 bis 1989 simuliert. Aus diesen Stichproben
wird je eine Anfangshypothese der Ubergangsdynamik geschétzt. Diese Hypothe-
sen, welche bei konventionellem Vorgehen das Endresultat darstellen, werden durch
Minimierung der relativen Entropie an die postulierten wahren Einkommensverteilun-
gen angepasst. Die jeweils urspringlichen und optimal adjustierten Hypothesen
kénnen dann mit der wahren Dynamik verglichen werden. Auf diese Weise lasst sich

die Effizienz dieser Methodik gut demonstrieren.

Mittels der optimal adjustierten Ubergangsdynamik aus Kapitel 5 sowie der zugehdri-
gen Gleichgewichtsverteilung werden mehrere Zufallsstichproben unterschiedlichen
Umfangs simuliert, welche das System in seinem Gleichgewicht reprasentieren.
Anhand dieser Stichproben wird demonstriert, wie sich die in Kapitel 3 postulierten
Gleichgewichtsindices, ohne vorgangige Schatzung einer Ubergangsmatrix, direkt
aus den Stichprobendaten schéatzen lassen. Es wird gezeigt, wie diese Schatzung,
mit steigendem Stichprobenumfang, immer besser gegen die wahre Mobilitat kon-
vergiert. Diese empirische Stichprobenmobilitat wird auch fir die Stichproben der
Dekade 79 bis 89, in welcher sich das System nicht in seinem Gleichgewichtszu-
stand befindet, bestimmt. Es wird demonstriert, dass sich die empirischen Stichpro-

benmobilitaten von Stichproben, welche nicht den Gleichgewichtszustand reprasen-
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tieren, systematisch vom wahren Gleichgewichtsindex unterscheiden und gegen den
Wert konvergieren, der aus der Auswertung des entsprechenden Mobilitatsfunktio-
nals bei der wahren Anfangsverteilung der untersuchten Periode und nicht bei der

Gleichgewichtsverteilung resultiert.

Danach wird gezeigt, dass Datenpanels, welche nicht den Gleichgewichtszustand
widerspiegeln, eine Art implizite Periodenmobilitat beinhalten. Der Schwellenwert zur
Bestimmung der impliziten Periodenmobilitédt ist gerade durch das Niveau der in
diesen Panels vorhandenen empirischen Stichprobenmobilitdt gegeben. Anhand der
Stichproben der Dekade 1979 bis 1989 wird demonstriert, wie die implizite Perio-

denmobilitdt zu berechnen ist und wie sie interpretiert werden kann.

Es wird auch demonstriert, wie sich die Methode der Minimierung der relativen Ent-
ropie zur Anpassung von Stichprobendynamiken an beobachtete Einkommensquer-
schnitte auf die Bestimmung der Gleichgewichts-, der empirischen Stichproben- und
der impliziten Periodenmobilitdt auswirkt. So lasst sich die Effizienz der Anpas-

sungsmethode zusatzlich evaluieren.

8.2 WAHRE EINKOMMENSDYNAMIK UND SIMULIERTE STICHPROBEN

8.2.1 Die wahre Dynamik

Um die Monte Carlo Simulation mdglichst realitdtsnah zu gestalten, wird hier auf die
empirischen Daten flir die USA aus Kapitel 5 zurtickgegriffen. Als wahre Einkom-
mensdynamik Pyane wird die optimal adjustierte PSID-Hypothese aus Tabelle 5-2
postuliert. Zudem werden die in Tabelle 5-4 dargestellten Einkommensverteilungen
M1g79,, M1gge UNd die gleichgewichtige Verteilung 1t als wahr und bekannt vorausge-
setzt. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit sind die postulierte Einkommensdynamik
sowie die beobachteten Einkommensverteilungen in Tabelle 8-1 respektive Tabelle
8-2 nochmals dargestellt.



8 Monte Carlo Simulation 139
Einkommensklasse 1989
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
@ 1]0.2853| 0.1015 | 0.1070 | 0.1231 | 0.1284 [ 0.1087 | 0.0797 | 0.0410 | 0.0175 | 0.0078
@ 2] 0.2923] 0.1417 | 0.1238 | 0.1055 | 0.1141 | 0.1005 | 0.0660 | 0.0360 | 0.0141 | 0.0059
@ 3] 0.2040 | 0.1264 | 0.1402 | 0.1389 | 0.1508 | 0.1154 | 0.0665 | 0.0361 | 0.0152 | 0.0066
$ 41 0.1501 | 0.0925 | 0.1348 | 0.1675 | 0.1767 | 0.1335 | 0.0794 | 0.0408 | 0.0167 | 0.0079
% 51 0.0991 | 0.0649 | 0.1053 | 0.1506 | 0.1844 | 0.1802 | 0.1196 | 0.0603 | 0.0253 | 0.0103
S _6]0.0604 | 0.0396 | 0.0675 | 0.1080 [ 0.1701 | 0.2250 | 0.1816 | 0.0945 | 0.0384 | 0.0150
E 7] 0.0342 | 0.0231 | 0.0426 | 0.0728 | 0.1332 | 0.2116 | 0.2257 | 0.1551 | 0.0697 | 0.0319
§ 8] 0.0158 | 0.0131 | 0.0281 | 0.0514 | 0.0960 | 0.1575 | 0.2172 | 0.2185 | 0.1318 | 0.0707
_‘E 9] 0.0089 | 0.0076 | 0.0184 | 0.0352 | 0.0695 | 0.1214 | 0.1784 | 0.2292 | 0.1937 | 0.1377
w 10] 0.0063 | 0.0050 | 0.0096 | 0.0211 | 0.0498 | 0.0861 | 0.1217 | 0.1746 | 0.1888 | 0.3370

Tabelle 8-1: Wahre Ubergangsdynamik Py

Einkommens- wahre Verteilungen
klassen Dekade 1979 bis 1989 Gleichgewicht
Myg79 Myg59 T
( -0 ,5'790 ] 8.23 10.14 11.32
(5'790, 7'762 ] 4.81 5.64 6.08
(7'762,10'407 ] 7.13 7.82 8.11
(10'407 , 13'954 ] 10.27 10.50 10.60
(13'954 , 18'708 ] 14.73 14.19 13.99
(18'708 , 25'083 ] 18.23 16.63 15.93
(25'083, 33'630 ] 16.89 14.97 14.15
(33'630, 45'090 ] 11.71 10.67 10.17
(45'090, 60'454 ] 5.46 5.82 5.73
(60454 , © ) 2.54 3.62 3.93
Acos 0.094 0.108 0.114
GE,., 0.199 0.235 0.252
Acos Atkinson's Ungleichheitsindex mit € = 0.5
GE,_» Verallgemeinerter Entropieindex mit o = 2

Tabelle 8-2: Beobachtete wahre Einkommensverteilungen

8.2.2 Die Stichproben

Fir die Dekade 1979 bis 1989 sowie fir den Gleichgewichtszustand wurden je 1'000
Stichproben der Stichprobenumfange 500, 1'000, 2'000, 4'000, 8'000 und 16'000

generiert. Dabei wurden die jeweils n Individuen mittels Zufallszahlengenerator an-

hand der entsprechenden wahren zweidimensionalen Dichtematrix Dyanr ihren jewei-
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ligen Einkommensklassen zugeordnet.?® Ein Satz von n Zufallszahlen diente dabei
fr die Erzeugung je einer Stichprobe des Umfangs n der Dekade 79 bis 89 sowie
des gleichgewichtigen Zustands. Fur die Dekade 1979 bis 1989 wird die wahre zwei-
dimensionale Dichte gemass Duyanr = diag(mig79)-Pwanr generiert, fir den Gleichge-
wichtszustand geméss Dyanr = diag(m):-Pwan. Anhand der Stichproben der Dekade
1979 bis 1989 wird im folgenden die Effizienz der Methode der Minimierung der rela-
tiven Entropie aus Kapitel 2 demonstriert (Abschnitt 8.3). Fur die anschliessende
Mobilitdtsanalyse anhand der in Kapitel 3 erarbeiteten Theorie werden dann, neben
den Stichproben der Periode 79 bis 89, auch die gleichgewichtigen Stichproben
verwendet (Abschnitt 8.4).

8.3 ANPASSUNG DER HYPOTHESEN AN DIE RANDVERTEILUNGEN

8.3.1 Hypothetische und optimal angepasste Dynamiken

Far alle 1'000 Stichproben des Umfangs n (mit n 00 {500, 1'000, 2'000, 4'000, 8'000,
16'000}) wurden die korrespondierenden hypothetischen Ubergangsmatrizen Pmog
bestimmt. Aus diesen Hypothesen wurde jeweils die bestmdgliche hypothetische

zweidimensionale Dichtematrix
DEmd = diag(m1979)*Pmod

erstellt (vergleiche Abschnitt 2.4). Diese hypothetischen Dichtematrizen wurden dann
mittels der Methode der Minimierung der relativen Entropie an die als beobachtet
vorausgesetzten wahren Einkommensverteilungen migzg und migge (Tabelle 8-2)
angepasst. Fir jede Stichprobe resultiert somit eine urspriingliche (Pmog respektive
Do

mod

) und eine optimal angepasste Hypothese (Pt respektive Do) Uber den dyna-

mischen Prozess der Einkommensverteilung.

% Die Stichproben wurden in Matlab simuliert. Der Zufallszahlengenerator von Matlab kann maximal
2'%2 Zahlen generieren, bevor er sich zu wiederholen beginnt. In Zehnerpotenzen ausgedriickt be-
tragt die mogliche Schleifenlange ungefahr 10*°. Es besteht somit auch bei den 1'000 simulierten

Stichproben des gréssten Umfangs von 16'000 Individuen keine Gefahr der Wiederholung.
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Da hier alle Hypothesen aus Stichproben generiert wurden, kann fiir jedes Modell
geprift werden, ob die notwendigen Anpassungen an die beobachteten Randvertei-
lungen m1g79 Und M4ggg iN einem statistischen Sinne signifikant waren. Gemass (2-17)
ist die Teststatistik

2|]]DH(Dopt | DD ) ~ X§—1

mod

hier x2-verteilt mit 9 Freiheitsgraden. Firr alle Stichproben lassen sich somit die relati-
ve Entropie zwischen urspriinglicher und optimal adjustierter Hypothese wie auch die
zugehérige x°-Teststatistik berechnen. Fiir alle Stichprobenumfange sind die Mittel-
werte (X ) sowie die Standardabweichungen (sy) fir die je 1'000 resultierenden Werte

von H(D,, |D,) sowie der x*-Statistik in Tabelle 8-3 dargestellt. Zudem sind dort

mod
auch die Anderson-Darling Teststatistiken (AD) enthalten. Der Anderson-Darling Test
ist ein sogenannt verteilungsfreier Anpassungstest. Damit lasst sich zum Beispiel
testen, ob sich fir die je 1'000 Werte der x3-Statistiken die Hypothese aufrechterhal-

ten |asst, dass sie x?-verteilt mit 9 Freiheitsgraden sind.®

Auf dem 5%-Signifikanzniveau betragt der kritische Wert des Anderson-Darling Tests
2.492. Fur Werte der Teststatistik AD > 2.492 kann die Nullhypothese, die Daten
seien x%-verteilt mit 9 Freiheitsgraden, nicht mehr aufrechterhalten werden. Aus
Tabelle 8-3 ist ersichtlich, dass die Nullhypothese auf dem 5%-Niveau bloss flir den
Stichprobenumfang 500 (in Tabelle 8-3 grau unterlegt) nicht aufrecht erhalten wer-
den kann (bei einem Signifikanzniveau von 1% kénnte die Nullhypothese auch hier
nicht mehr verworfen werden). Fir alle anderen Stichprobenumféange lasst sich die

X2-Statistik somit problemlos anwenden.

% Naheres zu diesem Test findet sich in Anderson und Darling (1954) und in Stephens (1986 a). Bei
Stephens ist eine ausfihrlichere Tabelle der Signifikanzniveaus dieses Tests (S. 105) sowie eine
Diskussion Uber die Familie der auf der empirischen Verteilungsfunktion beruhenden Anpassungs-
tests enthalten, zu denen auch der Anderson-Darling Test gehdrt. Die Signifikanzniveaus fir die-
sen Test sind fUr alle Stichprobenumfénge n =5 identisch. Tests, welche die gesamte Verteilung
beriicksichtigen, werden auch Omnibus-Tests genannt. Unter den Omnibus-Tests gehért der An-

derson-Darling Test zu den besten.
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x2(9)-Test
n H(D,, |Dpoq) [2mMIHD,, |Dpyq)
500 x 0.009414 9.41
Sy (0.004524) (4.52)
AD 3.7415
1'000 x 0.004587 9.17
Sy (0.002215) (4.43)
AD 0.8650
c 2'000 x 0.002277 9.11
2 Sy (0.001099) (4.40)
g_ AD 0.6423
£ 4'000 x 0.001131 9.05
= Sy (0.000527) (4.21)
AD 0.2965
8'000 X 0.000559 8.95
Sy (0.000265) (4.25)
AD 0.5494
16'000 x 0.000281 8.99
Sy (0.000134) (4.29)
AD 0.3919

Tabelle 8-3: Relative Entropien und x> Test der Stichproben (Mittelwerte und Standard-
abweichungen (in Klammern) aus je 1'000 Stichproben sowie Anderson-

Darling Teststatistik auf x2-VerteiIung mit 9 Freiheitsgraden (kursiv) )

Ein Anpassungstest sollte jedoch nicht ohne qualitative Beurteilung des zugehdérigen
Quantil-Quantil-Diagramms  erfolgen.’” Die Quantil-Quantil-Diagramme fir die je
1'000 Werte der x>-Statistik bestatigen hier die Anderson-Darling Teststatistik fiir alle
Stichprobenumfange. Stellvertretend werden hier die Quantil-Quantil Diagramme flr
die Stichprobenumfange 500 (Ablehnung der Nullhypothese durch Anderson-Darling)
und 8'000 (Nullhypothese wird durch Anderson-Darling nicht verworfen) in den Abbil-
dungen 8-1 und 8-2 dargestellt. Wahrend die empirischen Quantile fiir n = 500 stark

" In Quantil-Quantil-Diagrammen (QQ-Plots) werden die empirischen Quantile (diese stammen hier
aus den je 1'000 Werten der entsprechenden x*-Statistik) den theoretischen Quantilen (entstam-
men hier der x*-Verteilung mit 9 Freiheitsgraden) gegenliber gestellt. Je mehr die empirischen
Quantile von der 45°-Geraden abweichen, desto unwahrscheinlicher ist die theoretische Verteilung
als Modell fiir die empirische Verteilung. Die hier dargestellten Quantil-Quantil-Diagramme wurden
gemass den Ausfihrungen in Stahel (1995) erstellt (S. 233ff).
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von den durch die 45°Gerade symbolisierten theoretischen Quantilen abweichen
(Abbildung 8-1), passen sie sich fir n = 8'000 sehr gut an (Abbildung 8-2).

QQ-Plot, n=500, Dekade 1979-1989

empirische Quantile

theoretische Quantile

Abbildung 8-1: Quantil-Quantil-Diagramm der 1'000 Werte der x-Statistik des
Stichprobenumfangs 500
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QQ-Plot, n=8'000, Dekade 1979-1989

empirische Quantile

theoretische Quantile

Abbildung 8-2: Quantil-Quantil-Diagramm der 1'000 Werte der x>-Statistik des
Stichprobenumfangs 8'000

Die x?-Statistiken aus Tabelle 8-3 kénnen also problemlos fiir alle Stichprobenum-
fange mit Ausnahme von n = 500 ausgewertet werden. Auf dem 5%-Niveau betragt
der kritische Wert der x*-Verteilung mit 9 Freiheitsgraden 16.92. Fiir die Stichpro-
benumfange oberhalb n = 500 fallen somit die notwendigen Anpassungen der Hypo-
thesen an die beobachteten Randverteilungen mig7g und mqgge auf diesem Signifi-
kanzniveau im Durchschnitt nicht signifikant aus. Im Gegensatz zum empirischen
Beispiel aus Kapitel 5, wo die notwendigen Adjustierungen der PSID-Hypothese
signifikant ausfielen, zeigt sich in dieser Simulation deutlich, dass die Gesetzmassig-
keit der grossen Zahlen bei perfekten Zufallsprozessen sehr schnell zum Tragen
kommt. Bei solchen Prozessen wird die Wahrscheinlichkeit, eine schlechte Stichpro-
be zu ziehen, sofort sehr klein.
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8.3.2 Vergleiche mit der wahren Dynamik

Da hier die wahre Dynamik bekannt ist, ist ein Vergleich der urspringlichen wie auch
der optimal angepassten Hypothesen mit der wahren Ubergangsdynamik méglich.
Gemass Gleichung (2-8) herrscht zwischen den relativen Entropien der involvierten
Dynamiken der folgende pythagoréische Zusammenhang (vergleiche auch Abbildung
2-4):

H(D wahr mod mod

| DD ) = H(Dopt | DD )+H(Dwahr | Dopt) .

Sinnvoll ist die Berechnung dieses Zusammenhangs nur dann, wenn in H(D1|D.) das

Argument D; absolut stetig zur Bezugsmatrix D, ist.*®

Far die urspringliche und die
optimal angepasste Dynamik ist dies immer gegeben. Die wahre Dynamik ist jedoch
eine positive Matrix und solche Matrizen sind nur zu Matrizen absolut stetig, welche
auch keine Nullelemente enthalten. Die Berechnung des pythagoraischen Zusam-

menhangs ist somit nur dann sinnvoll, wenn die betrachtete Hypothese D., , und

somit auch die korrespondierende optimal adjustierte Dynamik Dot positiv sind.®

% D, ist absolut stetig hinsichtlich D, wenn d,; = 0 impliziert, dass auch d; = 0. Ist dies nicht gege-
ben, dann wird die relative Entropie H(D+|D.) unendlich gross (vergleiche Gleichung (2-6)).

% Werden die Hypothesen aus den Stichprobendaten mittels zweidimensionaler Kerndichteschét-

zung generiert, resultieren positive hypothetische Dynamiken. Das Problem von Nullelementen in
aus Stichproben generierten Hypothesen lasst sich somit durch den "Glattungseffekt" der Kern-
dichteschatzung beheben. Fir alle Stichprobenumféange sollten deshalb urspriinglich die hypotheti-
schen Dynamiken derjenigen Stichproben, welche bei direkter Berechung Nullelemente in den
Hypothesen generieren, nicht direkt sondern mittels zweidimensionaler Kerndichteschétzung er-
rechnet werden. In einem friheren Stadium dieser Arbeit generierten 133 von 500 Stichproben des
Stichprobenumfangs 16'000 bei direkter Bestimmung der hypothetischen Dynamiken Nullelemente
in den entsprechenden Matrizen. FUr diese 133 Stichproben wurden damals die Hypothesen mit-
tels zweidimensionaler Kerndichteschatzung bestimmt, die restlichen 367 Hypothesen wurden di-
rekt aus den Stichprobendaten erstellt. Diese Kerndichteschatzungen zogen sich auf den universi-
taren Grossrechnern Uber ca. 4 Monate hin. Deshalb wurde hier darauf verzichtet. Es sei jedoch
darauf hingewiesen, dass die damals ermittelten Werte bei den Kerndichteschatzungen sehr gut
mit denjenigen korrespondierten, die aus den 367 positiven, direkt ermittelten Hypothesen berech-

net wurden.
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Werden die hypothetischen Dynamiken direkt aus den gezogenen Stichproben be-
rechnet, so ist nicht sichergestellt, dass diese positiv sind. Die Wahrscheinlichkeit
von Nullelementen in der hypothetischen und somit auch in der optimal adjustierten
Dichte steigt natirlich mit sinkendem Stichprobenumfang. Auch bei grossen Stich-
probenumfangen kénnen einzelne Stichproben durchaus Hypothesen mit Nullele-
menten generieren. Fir die aus je 1'000 Stichproben erstellten Hypothesen ergibt

sich das folgende Bild:

Hypothesen
n positive mit Nullelementen

c 500 0 1'000
L 1'000 0 1'000
S 2000 0 1'000
£ 4000 46 954
= 8'000 330 670

16'000 779 221

Tabelle 8-4: Anzahl positive Hypothesen

Es zeigt sich, dass nur fir die grésseren Stichprobenumfange (4'000, 8'000 und
16'000) zum Teil positive Hypothesen generiert werden. In Tabelle 8-5 sind die Mit-
telwerte und die Standardabweichungen der berechneten relativen Entropien aller

positiven Hypothesen dargestellt.

Relative Entropien X%(9)-Test
n H(D ;, [Dros )| H(Dyahr/Dopt) |H(D veany | Dinoa )| 2 00 H(D o | i)

4'000 x 0.001195 0.010610 0.011805 9.56

46 Stichproben Sy | (0.000513) | (0.001895) | (0.002024) (4.10)

g AD 0.8822
-g 8'000 x 0.000567 0.005099 0.005665 9.07
S swsiompoben S| (0.000265) | (0.000823) | (0.000867) (4.24)
0 AD 1.1482
& 16'000 x 0.000281 0.002568 0.002850 9.01
779 Stichproben Sy | (0.000135) (0.000400) (0.000424) (4.31)
AD 0.3231

Tabelle 8-5: Relative Entropien zwischen Hypothesen, optimal angepassten Dynamiken und wahrer
Dynamik. Nur positive Hypothesen und daraus berechnete optimal angepasste Dyna-
miken werden bericksichtigt. Mittelwerte und Standardabweichungen (in Klammern)

sowie Anderson-Darling Teststatistik auf x>-Verteilung mit 9 Freiheitsgraden (kursiv).
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Es zeigt sich, dass die Mittelwerte der relativen Entropien sowie die zugehdrigen
Standardabweichungen mit zunehmendem Stichprobenumfang abnehmen. Dies
bedeutet, dass, mit steigendem Stichprobenumfang, die hypothetische Dynamik

D...s im Sinne der relativen Entropie tendenziell immer né&her an die wahre Einkom-

mensdynamik Dwanr zu liegen kommt. Dieses Verhalten ist eine Folge des Gesetzes
der grossen Zahlen und somit zu erwarten. Da die optimal adjustierte Dynamik Dot
jedoch immer naher bei Dyan liegt als die entsprechende Modelldynamik, ist sie flr
weitergehende Betrachtungen zum dynamischen Einkommensprozess immer der
bestmdgliche Ausgangspunkt. Fir alle betrachteten Stichprobenumfange ist hier die
Anderson-Darling Teststatistik deutlich unter dem 5%-Signifikanzniveau von 2.492.
Die entsprechenden Quantil-Quantil-Diagramme bestatigen die Anderson-Darling
Teststatistiken. Somit l4sst sich die x>-Statistik fiir alle betrachteten Félle auswerten.
Gemass der x*Teststatistik mit 9 Freiheitsgraden erweisen sich die notwendigen
Anpassungen an die beobachteten wahren Einkommensverteilungen mig79 und Mygsg
auf dem 5%-Signifikanzniveau (kritischer Wert: 16.92) durchschnittlich als nicht signi-
fikant.

8.4 MESSUNG DER MOBILITAT

Zunéachst wird hier die gleichgewichtige Mobilitat auf konventionelle Weise direkt aus
den entsprechenden hypothetischen und optimal angepassten Ubergangsmatrizen
ausgewertet. Es wird gezeigt, dass die mittels der Methode der Minimierung der
relativen Entropie an die beobachteten wahren Einkommensverteilungen mig79 und
M1gg9 angepassten Dynamiken zumindest tendenziell bessere Mobilitatsschatzungen
liefern, als die urspriinglichen, direkt aus den Stichproben ermittelten Hypothesen.
Auch wird die nach dem Gesetz der grossen Zahlen zu erwartende, mit steigendem
Stichprobenumfang verbesserte Schatzung der Mobilitatsindices demonstriert.

Danach wird aufgezeigt, wie sich die Mobilitdt auch direkt als empirische Mobilitat
aus einem Datenpanel bestimmen lasst, ohne dass vorher die Ubergangsdynamik
geschatzt werden muss. Bei gleichgewichtigen Panels entspricht dies einer Schét-
zung des entsprechenden wahren Gleichgewichtsindex. Zudem wird in einer Kombi-
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nation der in einem Panel vorhandenen empirischen Mobilitdt mit der Gleichge-

wichtsmobilitat der daraus geschatzten Ubergangsmatrix demonstriert, dass ein nicht

gleichgewichtiges Datenpanel immer auch eine implizite Periodenmobilitéat beinhaltet,

welche einen Hinweis darauf liefert, wie weit entfernt von ihrem Gleichgewichtszu-

stand sich eine Okonomie befindet.

8.4.1 Gleichgewichtsindices der Ubergangsdynamiken

Fir alle betrachteten Stichprobenumfange finden sich in Tabelle 8-6 die Mittelwerte

(Xx) aller in Kapitel 3 vorgestellten Gleichgewichtsindices fir die je 1'000 Stichproben

der Dekade 1979 bis 1989 sowie die zugehdrigen Standardabweichungen dieser

Mittelwerte (s;). Diese Werte wurden sowohl fur die hypothetischen wie auch fur die

optimal adjustierten Ubergangsmatrizen berechnet.

Stichproben
500 1'000 2'000 4'000 8'000 16'000
Bartholomew X 1.8115 1.8181 1.8230 1.8242 1.8250 1.8253
li-j sx | (0.002537) | (0.001695) | (0.001208) | (0.000848) | (0.000594) | (0.000422)
SF| 0.9986 0.9994 0.9994 0.9993 0.9989 0.9988
- Quadrierte Distanz X 5.9082 5.9393 5.9637 5.9716 5.9737 5.9751
n:g (i-i) S5 | (0.015155) | (0.010064) | (0.007379) | (0.005225) | (0.003571) | (0.002545)
SF| 0.9985 0.9989 0.9996 0.9991 0.9996 0.9994
Klassenwechsel X 0.7862 0.7875 0.7891 0.7891 0.7894 0.7896
(1-9) s, | (0.000670) | (0.000446) | (0.000299) | (0.000214) | (0.000150) | (0.000108)
SF| 0.9897 0.9985 0.9983 0.9990 0.9989 0.9995
Bartholomew X 1.8218 1.8228 1.8256 1.8249 1.8256 1.8255
li-j S5 | (0.002323) | (0.001593) | (0.001122) | (0.000802) | (0.000568) | (0.000398)
SF| 0.9995 0.9996 0.9993 0.9994 0.9989 0.9989
. Quadrierte Distanz X 5.9459 5.9574 5.9716 5.9732 5.9766 5.9752
,:_%(i-j)2 sx | (0.013583) | (0.009208) | (0.006640) | (0.004745) | (0.003350) | (0.002316)
SF| 0.9995 0.9991 0.9991 0.9990 0.9996 0.9987
Klassenwechsel X 0.7899 0.7891 0.7901 0.7895 0.7896 0.7897
(1-&) sz | (0.000611) | (0.000432) | (0.000287) | (0.000207) | (0.000146) | (0.000107)
SF| 0.9991 0.9988 0.9983 0.9992 0.9997 0.9993
Wahre Dynamik
= Bartholomew 1.8260
n? quadrierte Distanz 5.9770
Klassenwechsel 0.7898
Tabelle 8-6: Gleichgewichtsmobilititen der diversen hypothetischen und optimal adjustierten Dyna-

miken (Mittelwerte aus jeweils 1'000 Stichproben, Standardabweichung in Klammern,

Shapiro-Francia Teststatistik auf Normalverteilung (kursiv)) sowie der wahren Einkom-

mensdynamik
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Um zu bestimmen, ob die ermittelten Gleichgewichtsindices normalverteilt sind, wur-
de die Verteilung der Indices jeweils einem Shapiro-Francia Test auf Normalvertei-
lung (SF) unterworfen.’® Zudem sind auch die Gleichgewichtsindices der wahren
Ubergangsdynamik in Tabelle 8-6 enthalten.

Falls die fir ein Indexmass und einen Stichprobenumfang ermittelten Gleichge-
wichtsindices normalverteilt sind, lassen sich einfache t-Tests implementieren, um zu
bestimmen, ob die optimal angepassten Hypothesen P signifikant bessere Mobili-
tatsindices liefern als die urspringlichen Hypothesen Pnoq. Deshalb wird zunachst
ein Blick auf die Shapiro-Francia Teststatistik geworfen. Der kritische Wert flr die
jeweils 1'000 Indexwerte betragt auf dem 5%-Signifikanzniveau 0.9984. Die Null-
hypothese der Normalverteilung kann nicht aufrecht erhalten werden, wenn die Test-
statistik SF < 0.9984 ist. Es zeigt sich, dass die Nullhypothese der Normalverteilung
auf diesem Signifikanzniveau bloss in drei Fallen (grau unterlegte Felder der SF-
Werte in Tabelle 8-6) verworfen werden muss, davon nur einmal deutlich. Auf dem
2.5% Signifikanzniveau (kritischer Wert: 0.9982) waren die beiden Falle des Stich-
probenumfangs 2'000 schon nicht mehr signifikant.

Wie beim Anderson-Darling Test sollte auch beim Shapiro-Francia Anpassungstest
immer eine qualitative Beurteilung mittels zugehérigem Quantil-Quantil-Diagramm
erfolgen.’' Die Quantil-Quantil-Diagramme fir die je 1'000 Werte der Gleichge-
wichtsindices bestétigen die Shapiro-Francia Teststatistiken. Stellvertretend werden
hier die Quantil-Quantil Diagramme fir n =500, Klassenwechsel-Funktional, ur-

1% Dieser Test wurde in Shapiro und Francia (1972) eingefiihrt. In Stephens (1986 b) findet sich eine
Tabelle, mit deren Hilfe sich die Signifikanzniveaus dieses Tests bis zum Stichprobenumfang
n = 1'000 berechnen lassen (S. 203). Zudem findet sich dort auch eine Diskussion Uber die Familie
der auf Korrelationsmassen basierenden Anpassungstests, zu denen der Shapiro-Francia Test ge-
hort. Die Signifikanzniveaus fir diesen Test lassen sich mittels normalverteilten Zufallszahlen in ei-
ner Monte-Carlo Simulation auch leicht selbst bestimmen. Auch der Shapiro-Francia Test berlck-
sichtigt die gesamte Verteilung und ist somit ein Omnibus-Test. Unter den Omnibus-Tests fiir die
Normalverteilung und fiir grosse Stichprobenumfénge gehért der Shapiro-Francia Test zu den aus-

sagekraftigsten.

%" Vergleich hierzu die Erlauterungen in Fussnote 97. Die hier dargestellten Quantil-Quantil-
Diagramme wurden gemass den Ausfihrungen in Stahel (1995) erstellt (S. 233ff).
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springliche Hypothesen (Ablehnung der Nullhypothese durch Shapiro-Francia) und
n = 1'000, Bartholomew-Funktional, optimal angepasste Dynamiken (Nullhypothese
wird durch Shapiro-Francia nicht verworfen) in den Abbildungen 8-3 respektive 8-4
dargestellt. Wahrend die empirischen Quantile fir n = 500 starker von den durch die
45°-Gerade symbolisierten theoretischen Quantilen abweichen (Abbildung 8-3), pas-
sen sie sich fr n = 1'000 deutlich besser an (Abbildung 8-4).

QQ-Plot, n=500, Dekade 1979-1989, Pmod, Klassenwechsel-Funktional

empirische Quantile

theoretische Quantile

Abbildung 8-3: Quantil-Quantil-Diagramm der Gleichgewichtsindices (Klassenwechsel-Funktional)
der 1'000 Hypothesen P4 des Stichprobenumfangs 500
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QQ-Plot, n=1'000, Dekade 1979-1989, Popt, Bartholomew-Funktional

empirische Quantile

theoretische Quantile

Abbildung 8-4: Quantil-Quantil-Diagramm der Gleichgewichtsindices (Bartholomew-Funktional) der
1'000 optimal adjustierten Hypothesen P, des Stichprobenumfangs 1'000

Das Gesetz der grossen Zahlen flhrt nattrlich auch hier dazu, dass sowohl die Ge-
nauigkeit wie auch die Schérfe der Schatzung der Mobilitatsindices mit steigendem
Stichprobenumfang zunehmen. Dies ftrifft flr die urspringlichen wie auch far die
optimal adjustierten Hypothesen zu. Interessanter ist jedoch die Feststellung, dass
die Mobilitdtsschatzung durch die Anwendung der Methode der Minimierung der
relativen Entropie zumindest tendenziell genauer und scharfer wird. Fir diejenigen
Beobachtungen mit nicht signifikanter Shapiro-Francia Teststatistik lassen sich fiir
die Bestimmung der Signifikanz dieser Verbesserungen einfache t-Tests implemen-
tieren. Bei den drei Beobachtungen mit signifikanter Shapiro-Francia Teststatistik

kann aus der Verteilung der Indexwerte mittels Bootstrap-Techniken ein entspre-
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chendes Konfidenzintervall berechnet werden.'® In Tabelle 8-6 bedeuten grau unter-
legte Felder der Standardabweichung der Mittelwerte, dass die entsprechende t-
Teststatistik fur den Vergleich der Mittelwerte mit den wahren Indexwerten auf dem
5%-Niveau (kritischer Wert fir den zweiseitigen t-Test mit 999 Freiheitsgraden: 1.96)
signifikant ausfallt. In diesen Fallen liegen die wahren Indexwerte ausserhalb der
entsprechenden 95%-Konfidenzintervalle.

Die Anpassung der hypothetischen Dynamiken Pmnoq an die wahren Einkommensver-
teilungen der Dekade 1979 bis 1989 mittels der Methode der Minimierung der relati-
ven Entropie erweisen sich somit fir das Klassenwechsel-Funktional bei allen Stich-
probenumfangen als signifikant. Wahrend die 95%-Konfidenzintervalle fir die hypo-
thetischen Dynamiken Pnoq bei allen Stichprobenumfangen den wahren Indexwert
nicht beinhalten, ist dieser in den kleineren 95%-Vertrauensintervallen der optimal
adjustierten Dynamiken des Klassenwechsel-Funktionals enthalten. Die Anpassung
an die wahren Einkommensverteilungen fihrt somit zu signifikant besseren Schat-

zungen des Gleichgewichtsindexes des Klassenwechsel-Funktionals.

FlOr das Bartholomew-Funktional resultieren durch die Anpassungen an die Einkom-
mensverteilungen der Dekade 79-89 fir die Stichprobenumféange 500, 2'000 und
4'000 signifikant bessere Schatzungen des Bartholomew-Gleichgewichtsindex. Fr
die anderen Stichprobenumfange sind die Verbesserungen nur noch tendenzieller
Natur.

Beim Funktional der quadrierten Distanz flihren die Anpassungen an die wahren
Einkommensverteilungen mittels Minimierung der relativen Entropie zu keinen signifi-
kanten Verbesserungen der Schatzung der Gleichgewichtsmobilitat. Die Verbesse-
rungen sind hier bloss noch tendenzieller Natur. Wie bei den beiden anderen Funkti-
onalen fuhrt die Anpassungsprozedur fir alle Stichprobenumféange zu kleineren Kon-

fidenzintervallen und somit zu praziseren Schatzungen des wahren Indexwerts.

1% Hierzu wird die empirische Verteilung der Mobilitatsindices eines Stichprobenumfangs mittels
Bootstrap-Methoden genligend oft repliziert. Aus der resultierenden Verteilung der Mittelwerte wird
dann das entsprechende Konfidenzintervall gebildet (vergleiche z.B. Stahel (1995), Kapitel 9.5 so-

wie die Erlauterungen in Fussnote 106, S. 169).
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Diese Beobachtungen sind in anderer Form auch in Tabelle 8-7 dargestellt. Hier
werden jeweils die Mittelwerte (x) und die Standardabweichungen (sx) der absoluten
Differenzen der geschatzten Mobilitatsindices zu den wahren Indexwerten fir alle
Stichprobenumfange aufgelistet.

Stichproben

500 1'000 2'000 4'000 8'000 16'000

Bartholomew X | 0.06461 0.04313 0.03043 0.02133 0.01516 0.01059
li-j| Sx | (0.04967) | (0.03276) | (0.02324) | (0.01633) | (0.01113) | (0.00813)

? Quadrierte Distanz X | 0.38302 0.25395 0.18736 0.13038 0.09061 0.06416
o (i-j) Sx | (0.29588) | (0.19532) | (0.13961) | (0.10155) | (0.06739) | (0.04855)
Klassenwechsel X | 0.01675 0.01138 0.00764 0.00542 0.00382 0.00274
(1-38) Sy | (0.01346) | (0.00866) | (0.00564) | (0.00409) | (0.00285) | (0.00208)
Bartholomew x | 0.05894 0.04022 0.02836 0.02033 0.01427 0.00988
li-jl Sx | (0.04402) | (0.03048) | (0.02130) [ (0.01516) [ (0.01090) | (0.00779)

g Quadrierte Distanz X 0.34069 0.23184 0.16822 0.11902 0.08487 0.05741
- (i-j) Sx | (0.26323) | (0.17710) | (0.12568) | (0.09139) | (0.06333) | (0.04546)
Klassenwechsel X | 0.01541 0.01089 0.00732 0.00522 0.00369 0.00270
(1-&) Sx | (0.01167) | (0.00826) | (0.00535) [ (0.00396) [ (0.00279) | (0.00204)

Tabelle 8-7:  Absolutwerte der Differenzen der Gleichgewichtsindices der diversen hypotheti-

schen und optimal adjustierten Dynamiken zum wahren Indexwert (Mittelwerte

aus jeweils 1'000 Stichproben, Standardabweichung in Klammern)

Auch hier wird manifest, dass der Prozess der Minimierung der relativen Entropie
zumindest tendenziell zu genaueren Schéatzungen der Mobilitatsindices fuhrt. Alle
Mittelwerte der absoluten Differenzen zum entsprechenden wahren Indexwert sind
bei den optimal angepassten Hypothesen kleiner und die Streuung der einzelnen
Differenzen ist geringer als bei den urspriinglichen Hypothesen.

Die Tatsache, dass der Anpassungsprozess zum Teil zu signifikanten Verbesserun-
gen der Mobilitatsschatzung fuhrt, liefert somit eine weitere Begrindung dafur, fur
Betrachtungen der Einkommensdynamik die optimal adjustierte Ubergangsmatrix
auch dann zu verwenden, wenn die notwendigen Anpassungen der Hypothese an
die beobachteten Randverteilungen im statistischen Sinne nicht signifikant ausfallen
sollten. Wie schon bei den im Durchschnitt nicht signifikanten Anpassungen der
hypothetischen Dynamiken an die beobachteten wahren Einkommensverteilungen
muss auch hier darauf hingewiesen werden, dass die Stichproben in dieser Simulati-
onsstudie durch perfekte Zufallsprozesse ermittelt wurden. Es ist davon auszugehen,
dass die Verbesserungen der Mobilitdtsschatzungen durch die Methode der Minimie-
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rung der relativen Entropie eher noch deutlicher ausfallen werden, wenn die Auswahl
der Stichproben nicht mehr aufgrund perfekter Zufallsprozesse erfolgen sollte.

8.4.2 Empirische Stichprobenmobilitat

Es sei eine Okonomie gegeben, deren Einkommensverteilung sich nach der Dyna-
mik Pwanr entwickelt. Der gleichgewichtige Zustand wird durch die Gleichgewichtsver-
teilung m reprasentiert. Die wahren Einkommensverteilungen der betrachteten Perio-
de seien durch m; und m,1 gegeben. Aus dieser Okonomie wird fiir die Periode von t
bis t+1 eine Stichprobe mit Stichprobenumfang n gezogen. Der in dieser Arbeit ver-
wendeten Terminologie folgend wird die Stichprobendynamik mit Preg (Ubergangs-
matrix), Dmog (zweidimensionale Dichtematrix) respektive Mmoq (Einkommensge-
schichtematrix) bezeichnet. Zudem bezeichnet y; die Anfangsverteilung dieser Stich-
probe.'® Fiir solche Stichproben und ein gegebenes Mobilititsfunktional F (verglei-
che Definition 3-1, S. 50) qilt der folgende Zusammenhang:

K K

fX,XM,i = ;Zymod,ij ;-

n
i=1 i =1

Die Division durch den Stichprobenumfang n fuhrt zu:

1 n 1 K K K K ymodl K K
S, :Ei‘,fxlx1 o :H@ Ymoasi :ZZ n : ; zzzdmod,ij ;
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
K K K K
:;;utl |1)mod|] |:ﬂij :;utl %pmodu I]U
= MF(Pmod’p't)

Dabei entspricht Mg(Pmoq,lt) dem Wert des fir die Dynamik Prnog bei der Stichproben-
Anfangsverteilung ; ausgewerteten Mobilitédtsfunktionals F. Die Analogie zum

Gleichgewichtsindex ist offensichtlich. Entspricht p; der Gleichgewichtsverteilung von

1% Auch wenn eine Stichprobe einem System im Gleichgewicht entstammen sollte, ist normalerweise
die Anfangsverteilung L der Stichprobe nicht identisch mit der Stichproben-Gleichgewichtsver-

teilung und nattrlich auch nicht mit der wahren Gleichgewichtsverteilung T
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Pmod, dann entspricht dieses Mass dem Gleichgewichtsindex von Pmnoq zum Funktio-
nal F (vergleiche Definition 3-2, S. 50).

Analog zur empirischen Mobilitédt entlang des Einkommenspfads eines Individuums
(Definition 3-3, S. 53) lasst sich die empirische Mobilitat innerhalb einer Stichprobe

definieren:

Definition 8-1: FUr jeden auf dem Zustandsraum Z definierten Markovprozess {Xi}

und jedes Mobilitatsfunktional F auf ZxZ wird das Stichprobenmittel S, von f, , .

fariO{1, 2,-,n},

1 &
S, =— szxixm,i ;
n ‘=

empirische Stichprobenmobilitdt zum Stichprobenumfang n genannt.

THEOREM 8-1: Die empirische Stichprobenmobilitat fir die Periode von t bis t+1 kon-
vergiert fiir jede Anfangsverteilung m; und jede primitive Ubergangsmatrix Pyan in

Wabhrscheinlichkeit gegen den folgenden Grenzwert:

K

. m 1y y
rl1ln;]osn - rlwln;]o E Iifxﬁ(m’i - zmt’i
- - i=1 J

pwahr,ij l:ﬂl] = MF (Pwahr ,mt ) Pwahr,m1 —a.s.
i=1 1

BEWEIS: Der Raum ZxZ ist mit dem Wahrscheinlichkeitsmass diag(my)-Pwanr verse-
hen. Die Funktion f,, . wird auf ZxZ ausgewertet, aus der fortlaufenden Mittel-

wertbildung ergibt sich S,,. Nach dem Gesetz der grossen Zahlen folgt, insbeson-
dere da f,, ; beschrankt ist, dass S, gegen den Erwartungswert von f,, ; be-
zuglich diag(my):Pwanr , das heisst gegen Mg(Pwanr,mt) konvergiert.
Befindet sich das System in dieser Periode im Gleichgewicht, dann folgt, als Spezial-
fall, die Konvergenz gegen den Gleichgewichtsindex der wahren Dynamik:
K

. 1 K .
IImSn =lim _[Efxtxm,i = ZT[I @pwahr,ij |jl]ij = MF(PwahriT[) = MF(Pwahr) .
i=

n-e nee N =1

Die Bestimmung der empirischen Stichprobenmobilitét fiir die Dekade 1979 bis 1989
entspricht somit der Schatzung des bei der beobachteten Anfangsverteilung mig7g
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ausgewerteten Mobilitatsindex von Pyanr zum Mobilitédtsfunktional F. Sie kann direkt,

ohne Schatzung einer Ubergangsmatrix, berechnet werden.

Wie in Abschnitt 8.2.1 erwahnt, wurden neben den Stichproben flir die Dekade 79-89
mit denselben Zufallszahlen die entsprechenden gleichgewichtigen Stichproben
simuliert. Aus diesen Stichproben lasst sich die wahre Gleichgewichtsmobilitadt somit
direkt durch die Bestimmung der empirischen Stichprobenmobilitat abschatzen, ohne
zuvor eine Ubergangsmatrix schatzen zu missen.

Allgemein kann gesagt werden, dass die durch das gewahlte Mobilitatsfunktional F
gewichteten Einkommensklassenwechsel der durch eine Stichprobe aus n Individuen
reprasentierten Periode von t bis t+1 fir n - o gegen den bei der wahren Anfangs-
verteilung m; ausgewerteten Indexwert der zugrundeliegenden Dynamik Pyan kon-
vergieren. Falls sich das System in dieser Periode in seinem Gleichgewicht befinden
sollte, entspricht dieser Wert dem wahren Gleichgewichtsindex.

Flr die drei in Kapitel 3 vorgestellten Mobilitatsfunktionale wurde nun die empirische
Mobilitat fir alle Stichproben jeweils direkt aus den Einkommenspfaden bestimmt.
Zudem wurde die empirische Stichprobenmobilitat auch fir die jeweils optimal an die
als beobachtet vorausgesetzten wahren Einkommensverteilungen adjustierten Uber-

gangsmatrizen gemass Mg(Popt,M1g79) respektive Me(Popt,7) = ME(P,,;) geschatzt und

den direkt aus den Stichprobenpanels berechneten empirischen Mobilitdten gegen-
Ubergestellt. Diese Gegenilberstellung erlaubt erneut eine Bewertung der Methode
der Minimierung der relativen Entropie zur Anpassung von Einkommenspanels an
beobachtete Einkommensquerschnitte. In Abschnitt 8.4.2.1 sind die Resultate fir die
Dekade 79-89 dargestellt, in Abschnitt 8.4.2.2 finden sich die Auswertungen fur den
Gleichgewichtszustand.

8.4.21 Stichproben der Dekade 1979 bis 1989

In Tabelle 8-8 finden sich die Mittelwerte und die Standardabweichungen (in Klam-
mern) der empirischen Stichprobenmobilititen der je 1'000 Stichproben aller Stich-
probenumfange. Auch wurde die Verteilung der Stichprobenmobilitadten jeweils einem

Shapiro-Francia Test auf Normalverteilung unterworfen. Zusatzlich sind auch noch
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die Werte fir die wahre Dynamik aufgeflihrt. Die obere Teiltabelle enthélt die Be-
rechnungen, welche direkt aus den Stichproben ermittelt wurden. Hier wurden die
empirischen Mobilitdten jeweils ohne vorgangige Berechnung der Ubergangsmatrix
Pmoa €rmittelt. Die untere Teiltabelle enthalt die Resultate flir die optimal an die beo-
bachteten Einkommensquerschnitte mig79 und miggg angepassten Dynamiken Py

Diese missen hier gemass S, = Mg(Popt,M1979) berechnet werden.

Stichproben Wahre
empirische Stichprobenmobilitéaten fiir P,oq: Sp=Mg(PmodsH1970) Dynamik
500 1'000 2'000 4'000 8'000 16'000 | Me(Pwanr;M1g79)
Bartholomew X 1.7803 1.7784 1.7798 1.7791 1.7792 1.7793 1.7795

[i-jl S5 |(0.002194) (0.001549) (0.001095) (0.000788) (0.000551) (0.000394)
SF| 0.9993 0.9993 0.9991 0.9996 0.9989 0.9988

Quadrierte Distanz X | 56360 56304 56405 56389 56406  5.6402 5.6408
(i-]) s¢|(0.012507) (0.008694) (0.006280) (0.004531) (0.003182) (0.002264)
SF| 09994 09988 09989  0.9992  0.9994  0.9987
o, Klassenwechsel X [ 07926 07913 07918 07913 07913 07914 0.7915
® (1-5) s | (0.000580) (0.000416) (0.000283) (0.000203) (0.000142) (0.000104)
" SF| 09990 09987 | 09982  0.9991 0.9994  0.9992
R empirische Stichprobenmobilitéten fiir Pop: Sp=Mg(PoptM1g70)
° 500 1'000 2'000 4'000 8'000 16'000
8 Bartholomew x | 17778 1.7773 1.7795 1.7788 1.7792 1.7791
2 ji-jl s+ | (0.002156) (0.001512) (0.001062) (0.000756) (0.000536) (0.000377)

SF| 09996 09994 09995 09994  0.9991 0.9988
Quadrierte Distanz X | 56227  5.6261 56375 56378 56406  5.6392
(i-]) sy | (0.012143) (0.008357) (0.006019) (0.004278) (0.003044) (0.002113)

sF| 09996  0.9991 0.9992  0.9991 0.9996  0.9986
Klassenwechsel X | 07922 07910  0.7918  0.7912  0.7913  0.7914
(1-8) s, | (0.000583) (0.000419) (0.000279) (0.000202) (0.000142) (0.000103)

SF| 09993 09989 | 09983 09994  0.9996  0.9993

Tabelle 8-8: Empirische Stichprobenmobilitdten der hypothetischen sowie der optimal angepassten
Dynamiken (Mittelwerte und Standardabweichung (in Klammern) sowie Shapiro-Francia
Teststatistiken (kursiv) fir jeweils 1'000 Stichproben) und Indexwerte der wahren Dy-
namik far die Periode 1979 bis 1989

Wenn die fir ein Mobilitadtsfunktional und einen Stichprobenumfang ermittelten 1'000
Werte der empirischen Stichprobenmobilitat normalverteilt sind, lassen sich einfache
t-Tests zur Bewertung von Hypothesen anwenden. Ein Blick auf die Shapiro-Francia
Teststatistiken in Tabelle 8-8 zeigt, dass sowohl fiir die Stichproben selbst wie auch
fur die optimal angepassten Dynamiken bloss die Berechnungen fir das Klassen-
wechsel-Funktional und den Stichprobenumfang 2'000 auf dem 5%-Niveau (kritischer
Wert: 0.9984) signifikant sind (grau unterlegte Felder). Dort muss also die Nullhypo-

these einer Normalverteilung der Stichprobenmobilitdten verworfen werden (auf dem



158 8 Monte Carlo Simulation

2.5%-Signifikanzniveau dirfte die Nullhypothese jedoch schon nicht mehr verworfen

werden).'%

Far alle untersuchten Falle lasst sich festhalten, dass die entsprechenden 95%-
Konfidenzintervalle die zugehdrigen wahren Indexwerte Mg(Pwanr,m1g79) enthalten.
Die Schatzungen der empirischen Stcihprobenmobilititen werden durch die Anwen-
dung der Methode der Minimierung der relativen Entropie zur Anpassung der Stich-
probendynamiken an die beobachteten Einkommensquerschnitte nicht signifikant
verandert. Auch sind die tendenziellen Veranderungen hier weniger gut erkennbar,
als bei den Berechnungen der Gleichgewichtsindices (Abschnitt 8.4.1).

Um die Tendenz der Veranderungen der Schatzung der empirischen Stichproben-
mobilitadten durch die Methode der Minimierung der relativen Entropie besser er-
kennbar zu machen, werden wiederum die Mittelwerte und Standardabweichungen
der absoluten Differenzen der empirischen Stichprobenmobilititen zu den wahren

Werten berechnet. Diese sind in Tabelle 8-9 dargestellt.

Stichproben
| Me(Prodstia7e) = Me(PwanrsMg7s) |
500 1'000 2'000 4'000 8'000 16'000
Bartholomew X 0.0555 0.0389 0.0276 0.0200 0.0139 0.0098

li-jl Sx | (0.04168) (0.02973) (0.02090) (0.01489) (0.01054) (0.00764)
Quadrierte Distanz X | 0.3155 0.2207 0.1586 0.1131 0.0801 0.0562

(i-j) s, | (0.23840) (0.16414) (0.11941) (0.08789) (0.06081) (0.04440)
§ Klassenwechsel X 0.0147 0.0105 0.0072 0.0051 0.0036 0.0026
T(1-8) sy | (0.01106) (0.00788) (0.00531) (0.00389) (0.00268) (0.00199)
g | Me(PopsM1o75) = Me(PuisMagrs) |
; 500 1'000 2'000 4'000 8'000 16'000
E Bartholomew X 0.0546 0.0381 0.0267 0.0192 0.0135 0.0094
8 [i-j] sy | (0.04082) (0.02892) (0.02036) (0.01418) (0.01025) (0.00737)

Quadrierte Distanz X 0.3064 0.2107 0.1521 0.1072 0.0773 0.0521

(i-i) sy | (0.23200) (0.16008) (0.11442) (0.08257) (0.05725) (0.04186)
Klassenwechsel x | 00148  0.0106  0.0071  0.0051  0.0036  0.0026
(1-8) s | (0.01104) (0.00798) (0.00524) (0.00387) (0.00272) (0.00196)

Tabelle 8-9: Absolutwerte der Differenzen der Stichprobenmobilitdten zu den wahren Werten (Mittel-
werte und Standardabweichungen (in Klammern) aus jeweils 1'000 Werten)

% n diesen beiden Fallen kénnen Konfidenzintervalle mittels Bootstrap-Techniken ermittelt werden
(vergleiche Fussnote 106, S. 169). Die qualitativen Tests auf Normalverteilung anhand von Quantil-
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Tabelle 8-9 zeigt, dass die Schatzung der empirischen Stichprobenmobilitat fir das
Bartholomew-Funktional und das Funktional der quadrierten Distanz durch die An-
wendung der Methode der Minimierung der relativen Entropie tendenziell genauer
(kleinerer Mittelwert) und scharfer (kleinere Standardabweichung) wird. Fir das Klas-

senwechsel-Funktional sind die Beobachtungen hingegen nicht eindeutig.

Zusammenfassend kann flr die Periode 1979 bis 1989 das Fazit gezogen werden,
dass sich die Anpassung der Stichprobendynamiken an die beobachteten Einkom-
mensquerschnitte auch bei der Bestimmung der empirischen Stichprobenmobilitaten
eher vorteilig auf deren Schatzung auswirkt. Fir zunehmenden Stichprobenumfang
wird in den Tabellen 8-8 und 8-9 die aufgrund der Gesetzmassigkeit der grossen
Zahlen zu erwartende Konvergenz der berechneten Masse gegen die wahren Werte
ersichtlich.

8.4.2.2 Stichproben des gleichgewichtigen Zustands

Die Mittelwerte der empirischen Stichprobenmobilitdten der je 1'000 Stichproben aller
Stichprobenumféange und deren Standardabweichungen (in Klammern) sind in
Tabelle 8-10 aufgelistet. Die Verteilung der Stichprobenmobilitdten wurde auch hier
jeweils einem Shapiro-Francia Test auf Normalverteilung unterworfen. Zusatzlich
wurden auch die Werte fir die wahre Dynamik berechnet. In der oberen Teiltabelle
sind die Resultate enthalten, welche direkt aus den Stichproben ermittelt wurden. Die
empirischen Stichprobenmobilitdten wurden jeweils ohne vorgéangige Berechnung
der Ubergangsmatrix Pmog ermittelt. Die untere Teiltabelle listet die Resultate fiir die

optimal an die wahre Gleichgewichtsverteilung 1 angepassten Dynamiken Pqg auf.

Diese mlssen gemass Sy = Mg(Popt,) = Mg (P, ) berechnet werden.

Quantil Diagrammen bestatigten auch hier die Shapiro-Francia Teststatistiken.
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Stichproben Wahre
empirische Stichprobenmobilitéten fiir Po4: Sp=Mg(Pnogs1) Dynamik
500 1'000 2'000 4'000 8'000 16'000 |M:(P,...)

Bartholomew 1.8265 1.8274 1.8247 1.8252 1.8270 1.8261 1.8260

[i-j] % [ (0.002324) (0.001628) (0.001146) (0.000828) (0.000583) (0.000403)
SF| 0.9987 0.9990 0.9990 0.9989 0.9984 0.9992

Quadrierte Distanz X 5.9846 5.9833 5.9717 5.9723 5.9820 5.9761 5.9770

» X

(i-i) s; | (0.013630) (0.009564) (0.006671) (0.004861) (0.003358) (0.002388)
sF| 09975 | 09993 | 09980 @ 09988 09992  0.9994
Klassenwechsel X | 07896  0.7903  0.7895 07897 07902 _ 0.7899 | 0.7898
_(1-5) <1 (0.000579) (0.000398) (0.000285) (0.000198) [(0.000140) (0.000102)
5 SF| 09985 09990 09984 09986  0.9993  0.9985
§ empirische Stichprobenmobilitaten fiir Pop: Sn=Me(Popy,T)
§ 500 1'000 2000 4000 8'000 16'000
% Bartholomew X 1.8230 1.8263 1.8243 1.8250 1.8269 1.8260

li-j| sy | (0.002297) (0.001568) (0.001119) (0.000808) (0.000569) (0.000388)
SF| 09989 09988 09992 09992 09985  0.9990
Quadrierte Distanz X | 5.9635 59782 5.9700 5.9719 59817 59755

(i-j)2 sz | (0.013237) (0.009017) (0.006330) (0.004652) (0.003210) (0.002239)

SsF| 09979  0.9991 0.9988  0.9994 0.9990  0.9995
Klassenwechsel x | 0.7893 0.7901 0.7894 0.7896 0.7902 0.7899
(1-8) s, | (0.000587) (0.000396) (0.000281) (0.000197)  (0.000139) (0.000101)

SF| 0.9994 0.9992 0.9983 0.9990 0.9993 0.9988

Tabelle 8-10: Empirische Stichprobenmobilitdten der hypothetischen sowie der optimal angepassten
Dynamiken (Mittelwerte und Standardabweichung (in Klammern) sowie Shapiro-Francia
Teststatistiken (kursiv) fur jeweils 1'000 Stichproben) und Indexwerte der wahren Dy-
namik fir den Gleichgewichtszustand

Die Shapiro-Francia Teststatistik auf Normalverteilung fallt hier auf dem 5%-Niveau
(kritischer Wert: 0.9984) in vier Fallen signifikant aus. Drei dieser vier Félle sind auf
dem 1%-Niveau (kritischer Wert: 0.9979) nicht mehr signifikant.'® Fir die nicht-
signifikanten Félle lasst sich wiederum ein einfacher t-Test implementieren, um die
Signifikanz der durch die Anpassung der Stichprobendynamiken an die wahre
Gleichgewichtsverteilung Tt erzielten Veranderungen der Schatzung der empirischen

Stichprobenmobilitaten abzuschatzen.

Wie schon flr die Stichproben der Dekade 1979 bis 1989 erweisen sich auch fir die
Stichproben des gleichgewichtigen Zustands die durch die Anwendung der Methode

der Minimierung der relativen Entropie erzielten Verédnderungen als nicht signifikant.

% Fir die signifikanten Falle lassen sich Konfidenzintervalle mittels Bootstrap-Techniken ermitteln
(vergleiche Fussnote 106, S. 169). Die Shapiro-Francia Teststatistiken werden durch die entspre-

chenden Quantil-Quantil Diagramme bestéatigt.
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Mit Ausnahme des Klassenwechsel-Funktionals beim Stichprobenumfang 8'000
enthalten die 95%-Vertrauensintervalle fur alle untersuchten Félle die zugehdrigen

Indexwerte Mg (P,,.,,) der wahren Dynamik. Fir den Stichprobenumfang 8'000 und

das Klassenwechsel-Funktional sind die Lagevergleiche der Index-Mittelwerte mit
dem wahren Wert sowohl fiir die urspriinglichen Stichprobendynamiken als auch fr
die optimal adjustierten Dynamiken signifikant.

Um die Richtung der durch die Anpassung der Stichprobendynamiken an die wahre
Gleichgewichtsverteilung erzielten Veranderungen der Schatzung der empirischen
Stichprobenmobilitaten besser erkennenbar zu machen, werden erneut die Mittelwer-
te und Standardabweichung der absoluten Differenzen der empirischen Stichpro-
benmobilitdten zu den wahren Werten tabelliert. Diese sind in Tabelle 8-11 aufge-
fhrt.

Stichproben
| MF(Pmud ,IJ)' M:(Pwahr ) |
500 1'000 2'000 4'000 8'000 16'000
Bartholomew X 0.0584 0.0413 0.0289 0.0207 0.0144 0.0102

[i-7] Sy | (0.04459) (0.03076) (0.02197) (0.01599) (0.01158) (0.00767)
Quadrierte Distanz X 0.3412 0.2404 0.1674 0.1221 0.0837 0.0604

(i-j) s« | (0.26323) (0.18346) (0.12833) (0.09337) (0.06545) (0.04525)
_ Kiassenwechsel x | 00145 00100  0.0071  0.0050  0.0035  0.0025
S (1-8) s« | (0.01121) (0.00759) (0.00557) (0.00379) (0.00267) (0.00201)
i:, [ Mg (Pogt > TO = ME (P ) [ = ME(Pogt ) - ME (P ) |
£ 500 1'000 2'000 4'000 8'000 16'000
gsartholomew x | 00576 00398  0.0283  0.0203 0.0141  0.0098

[i-7] Sy | (0.04434) (0.02960) (0.02134) (0.01559) (0.01126) (0.00739)
Quadrierte Distanz X 0.3333 0.2281 0.1588 0.1168 0.0795 0.0569

(i-j) Sy | (0.25331) (0.17093) (0.12190) (0.08952) (0.06322) (0.04215)
Klassenwechsel X 0.0147 0.0100 0.0070 0.0049 0.0035 0.0025
(1-8) Sx | (0.01134) (0.00756) (0.00552) (0.00382) (0.00270) (0.00199)

Tabelle 8-11: Absolutwerte der Differenzen der Stichprobenmobilitdten zu den wahren Werten (Mit-

telwerte und Standardabweichungen (in Klammern) aus jeweils 1'000 Werten)

Die Beobachtungen decken sich mit jenen fir die Dekade 79-89. So erweist sich die
Anpassung der Stichprobenmobilitditen an die wahre Gleichgewichtsverteilung flr
das Bartholomew-Funktional und das Funktional der quadrierten Distanz erneut als

tendenziell vorteilhaft fir die Schatzung der empirischen Stichprobenmobilitat (kleine-
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rer Mittelwert, geringere Standardabweichung). Fir das Klassenwechsel-Funktional

sind die Beobachtungen wiederum nicht eindeutig.

Somit lasst sich auch fiir den Gleichgewichtszustand das Fazit ziehen, dass die An-
passung der Stichprobendynamiken an die wahre Gleichgewichtsverteilung fir die
Schatzung der empirischen Stichprobenmobilitidten eher von Vorteil ist. Die bei stei-
gendem Stichprobenumfang aufgrund des Gesetzes der grossen Zahlen erwartete
Konvergenz der geschatzten gegen die wahren Werte manifestiert sich auch in den
Tabellen 8-10 und 8-11.

8.4.2.3 Vergleich der Dekade 1979-1989 mit dem Gleichgewicht

Ein Vergleich der Resultate fiir die empirische Stichprobenmobilitat in Tabelle 8-8 mit
den jeweils wahren Gleichgewichtsindices aus Tabelle 8-10 zeigt auf, dass der wah-
re Wert der Gleichgewichtsmobilitat fiir das Bartholomew-Funktional und das Funkti-
onal der quadrierten Distanz durch die empirische Stichprobenmobilitat in der Perio-
de 79-89 systematisch unterschatzt wird. Fir das Klassenwechsel-Funktional, wel-
ches alle Veranderungen der angestammten Einkommensklasse mit dem gleichen
Gewicht bewertet, resultiert hingegen eine systematische Uberschatzung des wahren
Werts der Gleichgewichtsmobilitat. Diese Unterschiede erweisen sich fir alle Funkti-
onale und alle Stichprobenumfange als hochgradig signifikant. Die Werte der wahren
Gleichgewichtsindices liegen jeweils weit ausserhalb der entsprechenden 95%-
Konfidenzintervalle (fir diejenigen Verteilungen der empirischen Stichprobenmobilitat
in Tabelle 8-8, fur die der Shapiro-Francia Test nicht-signifikant ausfiel, kann dies

anhand einfacher t-Tests nachvollzogen werden).

Die Uberschatzung im Falle des Klassenwechsel-Funktionals kann nur so interpre-
tiert werden, dass in der Dekade 79-89 Uberdurchschnittlich viele Individuen im Jahr
1989 nicht mehr in derselben Einkommensklasse sind, die sie im Jahr 1979 belegt
haben. Durchschnittlich wechseln in der Dekade 79-89 zwischen 79.1% (Tabelle 8-8,
Sn = Mr(Popt, Myg79), N =2'000) und 79.26% (Tabelle 8-8, Sn=Mg(Pmod, H1g79),
n = 500) aller Individuen die angestammte Einkommensklasse. Im Gleichgewichtszu-
stand sind es 78.98% (Tabelle 8-10, wahre Dynamik). Gemessen am Gleichge-
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wichtszustand ist es folglich in dieser Periode zu Uberdurchschnittlich vielen Klas-

senwechseln gekommen.

Das Bartholomew-Funktional wie auch das Funktional der quadrierten Distanz ge-
wichten jedoch nicht alle Klassenwechsel gleich. Je mehr Einkommensklassen (ber-
sprungen werden, desto héher fallt die durch diese Funktionale zugeordnete Gewich-
tung aus. Die systematischen Unterschatzungen der entsprechenden Gleichge-
wichtsindices durch diese Funktionale in der Dekade 1979 bis 1989 flhrt zu der
Schlussfolgerung, dass in diesem Zeitraum unterdurchschnittlich viele Einkommens-
klassenwechsel Uber mehrere Einkommensklassen stattfanden. Das Bartholomew-
Funktional bewertet Klassenwechsel Uber x Einkommensklassengrenzen mit dem
Gewicht x. Die empirischen Stichprobenmobilitdten der Dekade 79-89 bewegen sich
flr dieses Funktional zwischen 1.7773 (Tabelle 8-8, S, = Mg(Popt, M1979), N = 1'000)
und 1.7798 (Tabelle 8-8, S;, = Mg(Pmod, H1979), N = 2'000), die wahre Gleichgewichts-
mobilitat betragt hingegen 1.8260. Einkommensklassenwechsel Uber zwei Klassen-
grenzen werden durch das Bartholomew-Funktional mit dem Gewicht 2 versehen,
deshalb wirde hier schon ein zusatzlicher Klassenwechsel tber zwei Klassengren-
zen die empirische Mobilitdt marginal in Richtung Gleichgewichtsmobilitat verschie-
ben. Folglich fanden in der Periode 79-89 unterdurchschnittlich viele Einkommens-

klassenwechsel Uber zwei und mehr Klassengrenzen statt.

Die Analyse der Veranderungen in der Einkommensverteilung wahrend der Dekade
1979-1989 erweist sich als vielschichtig. Den Uberdurchschnittlich vielen Wechseln in
eine benachbarte Einkommensklasse stehen unterdurchschnittlich viele Veranderun-
gen Uber zwei und mehr Klassengrenzen gegentber. Dieses Verhalten Iasst sich
jedoch nur dann entdecken, wenn flir das Klassenwechsel- und das Bartholomew-
Funktional sowohl die empirische Stichprobenmobilitat dieser Periode wie auch die
Gleichgewichtsmobilitat geschéatzt wird. Dieses Vorgehen ist zwar aufwendiger, flhrt
jedoch eindeutig zu einem verbesserten Verstandnis der untersuchten Einkommens-
dynamik in der betrachteten Periode. Der in diesem Abschnitt durchgefihrte Ver-
gleich verdeutlicht ein weiteres mal die Vorteile, welche der Ansatz Gber ein Mobili-
tatsfunktional als Bewertungsschema fir Bewegungen zwischen den Einkommens-
klassen fur die Analyse der Einkommensmobilitat bringt. Ohne diesen Zugang zum
Mobilitatsphdnomen wére die Erkenntnis, dass es in der Periode 1979 bis 1989 zu
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Uberdurchschnittlich vielen Einkommensklassenwechseln kam, wobei unterdurch-
schnittlich viele Wechsel tUber zwei und mehr Klassengrenzen stattfanden, nicht zu

gewinnen.

8.4.3 Implizite Periodenmobilitat

Wie im vorangehenden Abschnitt dargestellt, lassen sich die empirischen Mobilitaten
for jedes Mobilitatsfunktional F sowohl fir die betrachtete Periode 1979 bis 1989 als
auch fur den Gleichgewichtszustand bestimmen. Die resultierenden Indices weichen,
da die Stichproben der Dekade 79-89 nicht den Gleichgewichtszustand widerspie-
geln, zwangslaufig voneinander ab. Diese Beobachtung wurde bei der Analyse in
Abschnitt 8.4.2.3 dazu verwendet, das Verstandnis der Einkommensdynamik in die-
ser Periode zu vertiefen. Die Differenz zwischen empirischer Stichprobenmobilitat
und Gleichgewichtsmobilitat erweist sich auch bei der Bestimmung der Periodenmo-
bilitdt als nutzbringend. Immer dann, wenn Stichproben aus einem System gezogen
werden, das sich nicht in seinem Gleichgewicht befindet, unterscheiden sich empiri-
sche Stichprobenmobilitdt und Gleichgewichtsmobilitadt systematisch. Wiirde diese
Abweichung, wie in Kapitel 3 demonstriert, entlang des Einkommenspfads eines
Individuums auftreten, dann beféande sich dieses Individuum auf einem Pfad grosser
Abweichungen vom Gleichgewicht. Der Schwellenwert fir diese Abweichung wére
gerade durch die empirische Mobilitéat entlang dieses Einkommenspfads gegeben. Es
ist somit naheliegend, bei der empirischen Stichprobenmobilitat dasselbe zu tun. Die
implizit in der Stichprobe enthaltene empirische Stichprobenmobilitat wird mit dem
Schwellenwert a gleichgesetzt, bei dem die Periodenmobilitat flir diese Stichprobe
berechnet werden soll. Deshalb ist in diesem Abschnitt von impliziter Periodenmobili-
tat die Rede. Analog zur empirischen Mobilitdt aus Kapitel 3 kann die empirische
Stichprobenmobilitdt nur Werte im Intervall (0, amax) @annehmen (vergleiche die Ab-
schnitte 3.4.2 und 9.2.5).

Zunéachst wird die Situation der impliziten Periodenmobilitat fir die Dekade 1979 bis
1989 anhand der wahren Dynamik analysiert. Danach wird die implizite Periodenmo-

bilitat aus den Stichproben dieser Periode geschatzt.
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8.4.3.1 Wahre implizite Periodenmobilitit der Dekade 1979 bis 1989

Der Schwellenwert a, welcher als Grenzwert der empirischen Stichprobenmobilitat

implizit in den Daten der Periode 79-89 enthalten ist, ist gegeben durch:

o = Mr(Pwanr, M1g79) .

In Tabelle 8-12 sind die Gleichgewichtsindices, die impliziten Schwellenwerte zur
Bestimmung der Periodenmobilitdt sowie die daraus resultierenden Periodenindices
der wahren Dynamik fir die Dekade 79-89 und alle in Kapitel 3 diskutierten Mobili-
tatsfunktionale aufgelistet.

ME (Pane ) a =M (Pyan sMyg7) ME (Pyan | @)
Bartholomew li-jl 1.8260 1.7795 0.999612
Quadrierte Distanz  (i-j)? 5.9770 5.6408 0.999406
Klassenwechsel (1-98;) 0.7898 0.7915 0.999992

Tabelle 8-12: Mobilitatsindices der wahren Dynamik

Wie die Resultate fir die wahre Dynamik aufzeigen, wird die Gleichgewichtsmobilitat
durch Mg(Pwanr,M1979) bei den beiden Potenzfunktionalen (Bartholomew sowie quad-
rierte Distanz) unterschatzt, beim Funktional des unbedingten Klassenwechsels
hingegen minim Uberschatzt. Wegen dieser relativ geringen Unter- respektive Uber-
schatzung ist auch klar, dass die impliziten Periodenmobilitdten fir alle Funktionale
sehr nahe bei 1 liegen missen. Dies ist ein Hinweis darauf, dass sich die simulierte
Okonomie in der Dekade 1979 bis 1989 in der N&he ihres Gleichgewichtszustands

befinden muss.

In Kapitel 3 wurde das Prinzip grosser Abweichungen nur fir solche oberhalb des
Gleichgewichtsindex hergeleitet. Es wurde dort jedoch schon darauf verwiesen, dass
die Theorie fir grosse Abweichungen unterhalb des gleichgewichtigen Niveaus ana-
log ist (vergleiche Abschnitt 3.4.3, Theorem 3-2, Fussnote 69). Im Anhang in Ab-
schnitt 9.2.2.1 wird Theorem 3-2 fiir den allgemeinen Fall grosser Abweichungen von
der Gleichgewichtsmobilitdt dargestellt, also auch fiir die hier bei den Potenzfunktio-
nalen auftretende Abweichung unterhalb des Gleichgewichtsniveaus.
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Far die wahre Einkommensdynamik und beide Potenzfunktionale zeigt Tabelle 8-12,

dass die implizite Periodenmobilitdét ME(P,.. | o =M (P, sMie79)) UNd somit die

wahr
Wahrscheinlichkeit weiterer Abweichungen unterhalb a nahe bei 1 liegt. Die Perio-
denmobilitdt wird dann und nur dann gleich 1, wenn als Schwellenwert a der Wert
der entsprechenden Gleichgewichtsmobilitat gesetzt wird. Mit anderen Worten aus-
gedrtickt wird die implizite Periodenmobilitat gleich 1, wenn sich die Gesellschaft in
ihrem Gleichgewicht befindet. Somit besagen Indexwerte nahe bei 1, dass sich eine
Okonomie hinsichtlich des Einkommensverteilungsprozesses nahe bei ihrem Gleich-
gewichtszustand befinden muss. Dieser Sachverhalt ist in Abbildung 8-5 fir das
Bartholomew- und in Abbildung 8-6 fir das Funktional der quadrierten Distanz gra-
fisch dargestellt. In diesen Abbildungen sind die entsprechenden Periodenmobilitats-
kurven der Dynamik Pyanr Uber den gesamten mdglichen Bereich grosser Abwei-

chungen (a O(0,a

max

)) vom jeweiligen Gleichgewichtsindex dargestellt. Zudem sind

die Werte fir den Gleichgewichtsindex sowie flir a = Mg(Pwanr,mM1979) €ingetragen.

Bartholomew-Funktional
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Abbildung 8-5: Periodenmobilitatskurve der wahren Dynamik (fj =|i—j )
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Funktional der quadrierten Distanz
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Abbildung 8-6: Periodenmobilitatskurve der wahren Dynamik (f; = (i —]j )

Da fur das Klassenwechselfunktional in der Dekade 1979 bis 1989 von grossen Ab-
weichungen der empirischen Mobilitat oberhalb des Gleichgewichtsindexes gespro-
chen werden muss, gelten hier dieselben Schlussfolgerungen wie flr die beiden
Potenzfunktionale, jedoch mit umgekehrten "Vorzeichen". Die Wahrscheinlichkeit flr
anhaltende Abweichungen oberhalb o = Mg(Pwanr,m1979) liegt extrem nahe bei 1. Dies
ist ein Hinweis darauf, dass sich die gemass den empirisch motivierten Vorgaben
aus Kapitel 5 simulierte Okonomie hinsichtlich ihres Einkommensverteilungsprozes-
ses nahe bei ihrem Gleichgewichtszustand befindet. Dieser Sachverhalt wird fir die
wahre Dynamik, durch Aufzeichnen des Verlaufs der Periodenmobilitat der Dynamik
Pwanr Uber den gesamten Definitionsbereich mdglicher grosser Abweichungen a, in
Abbildung 8-7 dargestellt.
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Klassenwechsel-Funktional

exp(-n(Pg o) | Prane)

FPuwanrM1g70)

Abbildung 8-7: Periodenmobilitatskurve der wahren Dynamik (f; = 1 — &)

8.4.3.2 Geschéatzte implizite Periodenmobilitdten fiir die Dekade 1979 bis 1989

In diesem Abschnitt werden die impliziten Periodenmobilititen aus den Stichproben
fir die Dekade 79-89 geschatzt. Zunachst fir die Stichprobendynamiken Pmoq, Wel-
che direkt aus den Stichproben ermittelt werden. Danach fur die optimal an die wah-
ren Einkommensverteilungen migze und miege angepassten Ubergangsdynamiken
Popt- Somit erdffnet sich hier eine weitere Gelegenheit, die Methode der Minimierung
der relativen Entropie zur Anpassung der Stichprobendynamiken an die beobachte-

ten wahren Einkommensverteilungen der Dekade 1979-1989 auf ihre Wirksamkeit zu
untersuchen.

In Tabelle 8-13 sind die Mittelwerte, ihre Standardabweichungen (in Klammern) so-
wie die resultierenden 95%-Konfidenzintervalle (kursiv) fir die je 1'000 Werte der
impliziten Periodenmobilitdten flr alle Stichprobenumfange und alle in Kapitel 3 er-
wahnten Mobilitatsfunktionale dargestellt, wie sie sich aus den Stichprobendynami-
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ken Pmog ergeben.’® Der Vollstandigkeit halber sind noch die Mittelwerte der ent-
sprechenden Gleichgewichtsindices und der empirischen Mobilititen sowie deren
Standardabweichungen aufgelistet.'®’

MZ(P,oq) A =M (Proq s Higre ) ME(P,oq | Q)
X Sy X Sy X Sy 95%-Vertrauensbereich
° Bartholomew 1.8115 (0.00254) [ 1.7803 (0.00219) | 0.999631 (0.0000149) (0.9996043, 0.9996609)
Q Quadrierte Distanz | 5.9082 ' (0.01515)| 5.6360 (0.01251) | 0.999372 (0.0000224) (0.9993298, 0.9994150)
Klassenwechsel 0.7862 | (0.00067) | 0.7926 (0.00058) | 0.999727 (0.0000200) _(0.9996842, 0.9997618)
o Bartholomew 1.8181 | (0.00170) | 1.7784 (0.00155) [ 0.999653 (0.0000085) & (0.9996373, 0.9996693)
8 Quadrierte Distanz |5.9393 (0.01006) | 5.6304 (0.00869) [ 0.999406 (0.0000138) (0.9993783, 0.9994328)
™ Klassenwechsel 0.7875 (0.00045) | 0.7913 (0.00042) | 0.999903 (0.0000053) = (0.9998934, 0.9999142)
= o Bartholomew 1.8230  (0.00121) | 1.7798 (0.00110) | 0.999638 (0.0000061) = (0.9996258, 0.9996495)
2 8 Quadrierte Distanz |5.9637 (0.00738) | 5.6405 (0.00628) [ 0.999411 (0.0000102) (0.9993906, 0.9994302)
g_ N Klassenwechsel 0.7891 | (0.00030) | 0.7918 (0.00028) | 0.999952 (0.0000024) ~ (0.9999471, 0.9999567)
S o Bartholomew 1.8242 | (0.00085) | 1.7791 (0.00079) [ 0.999623 (0.0000040)  (0.9996154, 0.9996307)
= 8 Quadrierte Distanz |5.9716 (0.00522) [ 5.6389 (0.00453) [ 0.999401 (0.0000069) (0.9993875, 0.9994145)
< Klassenwechsel 0.7891 (0.00021)] 0.7913 (0.00020) | 0.999974 (0.0000012) (0.9999716, 0.9999761)
o Bartholomew 1.8250 (0.00059) | 1.7792 (0.00055) | 0.999618 (0.0000029) (0.9996122, 0.9996235)
S Quadrierte Distanz | 5.9737 (0.00357) | 5.6406 (0.00318) | 0.999408 (0.0000046) (0.9993993, 0.9994171)
® Klassenwechsel 0.7894 | (0.00015) | 0.7913 (0.00014) | 0.999984 (0.0000006) (0.9999827, 0.9999851)
g Bartholomew 1.8253 (0.00042) | 1.7793 (0.00039) [ 0.999615 (0.0000019) (0.9996116, 0.9996193)
£ Quadrierte Distanz [ 5.9751 (0.00254) | 5.6402 (0.00226) [ 0.999406 (0.0000033) (0.9993995, 0.9994125)
— Klassenwechsel 0.7896 (0.00011)] 0.7914 (0.00010) | 0.999988 (0.0000003) (0.9999873, 0.9999887)

Tabelle 8-13: Gleichgewichtsindices, Stichprobenmobilitditen und implizite Periodenmobilitéten
(direkt aus den Stichproben ermittelt, Mittelwerte und deren Standardabweichungen

(in Klammern) aus je 1'000 Werten sowie 95%-Konfidenzintervalle (kursiv))

1% Da die impliziten Periodenmobilitdten sich deutlich als nicht normalverteilt erweisen, wurden die
95%-Vertrauensintervalle mittels Bootstrap-Techniken ermittelt. Hierzu wurde die empirische Ver-
teilung der Periodenmobilitdten als wahre Verteilung postuliert. Diese wurde dann mittels Bootstrap
1'000 mal repliziert. Aus diesen 1'000 Replikationen wurden die Mittelwerte ermittelt und die Vertei-
lung dieser Mittelwerte liefert dann die Standardabweichungen der Mittelwerte wie auch die 95%-
Konfidenzintervalle (vergleiche z.B. Stahel (1995), Kapitel 9.5). Letztere werden generiert, indem
die 1'000 Mittelwerte der Grésse nach geordnet werden. Die untere Grenze ergibt sich dann ge-
mass dem arithmetischen Mittel des 25. und 26. Mittelwerts, die obere Grenze ist der Mittelwert
des 975. und 976. Mittelwerts (vergleiche z.B. Davidson und MacKinnon (1993), S.765). So werden
aus der Verteilung der Mittelwerte die 25 kleinsten und die 25 gréssten Werte eliminiert, insgesamt
also 5% der 1'000 Mittelwerte. Die verbleibenden 95% befinden sich innerhalb der Grenzen des
95%-Vertrauensintervalls.

197 Diese Werte sind urspriinglich in den oberen Teiltabellen von Tabelle 8-6 (Gleichgewichtsindices)
und Tabelle 8-8 (empirische Stichprobenmobilitdten) fir die Stichprobendynamiken P4 darge-
stellt. Deshalb wurden in Tabelle 8-13 die Shapiro-Francia Teststatistiken auf Normalverteilung

nicht nochmals aufgelistet.
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Far diejenigen Stichprobenumféange, fir welche die entsprechenden 95%-Konfidenz-
intervalle die wahren Indexwerte aus Tabelle 8-12 nicht enthalten, sind entweder die
Standardabweichungen der Mittelwerte (Gleichgewichtsindices und empirische
Stichprobenmobilitdten) oder die 95%-Vertrauensintervalle (implizite Periodenmobili-

taten) in Tabelle 8-13 grau unterlegt.

Die zu Tabelle 8-13 analogen Schatzungen fir die mittels der Methode der Minimie-

rung der relativen Entropie optimal an die wahren Einkommensverteilungen ange-

passten Dynamiken Py sind in Tabelle 8-14 dargestellt.'®

ME (Poe: ) A = Mg (Pogy s Myg75 ) M (P, | )
X Sy X Sy X Sy 95%-Vertrauensbereich
Bartholomew 1.8218 (0.00232) [ 1.7778 (0.00216) | 0.999625 (0.0000064) (0.9996123, 0.9996376)

Quadrierte Distanz | 5.9459 (0.01358
Klassenwechsel 0.7899 (0.00061
Bartholomew 1.8228 | (0.00159
Quadrierte Distanz | 5.9574 (0.00921
Klassenwechsel 0.7891 (0.00043
Bartholomew 1.8256 (0.00112
Quadrierte Distanz | 5.9716 (0.00664) | 5.6375 (0.00602) | 0.999406 (0.0000041
Klassenwechsel 0.7901 (0.00029) | 0.7918 (0.00028) | 0.999982 (0.0000007

) )
)| 5.6227 (0.01214)
) )
) )
) )
) )
) )
s e
Bartholomew 1.8249 (0.00080) [ 1.7788 (0.00076) | 0.999614 (0.0000020
) )
) )
) )
) )
) )
) )
) )
) )

0.7922 (0.00058
1.7773 (0.00151
5.6261 (0.00836
0.7910 (0.00042
1.7795 (0.00106

0.999416 (0.0000079
0.999941 (0.0000036
0.999618 (0.0000040
0.999406 (0.0000055
0.999972 (0.0000012
0.999612 (0.0000032

(0.9994006, 0.9994307)
(0.9999336, 0.9999476)
(0.9996093, 0.9996254)
(0.9993952, 0.9994167)
(0.9999700, 0.9999746)
(0.9996058, 0.9996184)
(0.9993974, 0.9994135)
(0.9999809, 0.9999836)
(0.9996096, 0.9996176)
(0.9994005, 0.9994117)
(0.9999858, 0.9999876)
(0.9996085, 0.9996141)
(0.9994020, 0.9994095)
(0.9999892, 0.9999903)
(0.9996099, 0.9996138)
(0.9994038, 0.9994090)
(0.9999905, 0.9999913)

500

1'000

Quadrierte Distanz | 5.9732 (0.00475) | 5.6378 (0.00428) | 0.999406 (0.0000029
Klassenwechsel 0.7895 (0.00021)] 0.7912 (0.00020) | 0.999987 (0.0000005
Bartholomew 1.8256 (0.00057) | 1.7792 (0.00054) | 0.999611 (0.0000014
Quadrierte Distanz | 5.9766 (0.00335) | 5.6406 (0.00304)| 0.999406 (0.0000019
Klassenwechsel 0.7896 (0.00015)] 0.7913 (0.00014) | 0.999990 (0.0000003
Bartholomew 1.8255 (0.00040)| 1.7791 (0.00038) | 0.999612 (0.0000010
Quadrierte Distanz | 5.9752 (0.00232) | 5.6392 (0.00211) | 0.999406 (0.0000013
Klassenwechsel 0.7897 (0.00011)] 0.7914 (0.00010) | 0.999991 (0.0000002

Stichproben

16'000 | 8'000 | 4'000 | 2'000

— C e S o S, s e

Tabelle 8-14: Gleichgewichtsindices, Stichprobenmobilitdten und implizite Periodenmobilitdten (ba-
sierend auf den optimal adjustierten Dynamiken P, Mittelwerte und deren Standard-
abweichungen (in Klammern) aus je 1'000 Werten sowie 95%-Konfidenzintervalle
(kursiv))

Es zeigt sich, dass sich die Schatzungen der Gleichgewichts- und der impliziten
Periodenmobilitdt aus den direkt aus den Stichproben generierten Dynamiken Ppoqg
fir das Klassenwechsel-Funktional und alle Stichprobenumfénge signifikant von den

1% Die Werte fiir die Gleichgewichts- und die empirische Stichprobenmobilitat wurden urspriinglich in
den unteren Teiltabellen von Tabelle 8-6 (Gleichgewichtsindices) und Tabelle 8-8 (empirische
Stichprobenmobilititen) flr die optimal adjustierten Dynamiken P, dargestellt. Dort finden sich
auch die Shapiro-Francia Teststatistiken auf Normalverteilung, welche hier nicht nochmals aufge-

listet werden.
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jeweils wahren Indexwerten aus Tabelle 8-12 unterscheiden (Tabelle 8-13). Fir die
optimal adjustierten Dynamiken Pq: resultiert die in Abschnitt 8.4.1 erwéhnte signifi-
kante Verbesserung der Schatzung der Gleichgewichtsmobilitdt. Bei der impliziten
Periodenmobilitat fihrt die Anpassung der Stichprobendynamiken an die wahren
Einkommensverteilungen mig7g und mqgge zwar zu einer deutlichen Reduktion der
95%-Konfidenzintervalle, der wahre Indexwert befindet sich jedoch nach wie vor fir
alle Stichprobenumfange ausserhalb der Vertrauensintervalle (Tabelle 8-14).

Beim Bartholomew-Funktional und den Stichprobendynamiken Pnog enthalten die
95%-Vertrauensbereiche fir den Gleichgewichtsindex der Stichprobenumfénge 500,
1'000, 2'000 und 4'000 den wahren Indexwert nicht. Dasselbe trifft flr die implizite
Periodenmobilitat der Stichprobenumfange 1'000, 2'000, 4'000 und 8'000 zu. Fir die
optimal adjustierten Dynamiken Pqy trifft dies fir die Gleichgewichtsmobilitat nur
noch beim Stichprobenumfang 1'000 zu, fir die Periodenmobilitat liegt der wahre
Indexwert nur beim Stichprobenumfang 500 ausserhalb des zugehérigen Konfiden-
zintervalls. Die Schéatzung der Gleichgewichtsmobilitat wird somit fir die Stichpro-
benumfange 500, 2'000 und 4'000 durch die Anpassung der Stichprobendynamiken
an die wahren Einkommensverteilungen signifikant verbessert. Fir die Stichproben-
umfange 1'000 bis 8'000 resultiert auch fir die Periodenmobilitét eine signifikante
Verbesserung der Schéatzung. Beim Stichprobenumfang 500 misste jedoch von
einer signifikanten Verschlechterung gesprochen werden. Es gilt hier allerdings zu
berlicksichtigen, dass die 95%-Vertrauensbereiche fir alle Stichprobenumfénge
durch die Anpassung der Stichprobendynamiken an die wahren Einkommensvertei-
lungen deutlich verkleinert werden.'® Obschon beim Stichprobenumfang 500 der
Mittelwert der impliziten Periodenmobilitdt bei den adjustierten Dynamiken Popt
(0.999625) naher beim wahren Indexwert (0.999612) liegt als derjenige der Stichpro-
bendynamiken Pmog (0.999631), liegt der wahre Indexwert innerhalb des 95%-

Vertrauensbereichs der Stichprobendynamiken, jedoch ausserhalb des Konfidenzin-

1% (per alle Mobilitatsfunktionale und Stichprobenumfinge verglichen erweisen sich die 95%-Ver-
trauensintervalle flr die Stichprobendynamiken P, 1.71 bis 5.55 mal so lang wie diejenigen fir
die optimal adjustierten Dynamiken P,g. Beim Bartholomew-Funktional und dem Stichprobenum-

fang 500 handelt es sich um einen Faktor 2.24.
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tervalls der optimal adjustierten Dynamiken. Diese Beobachtung kdnnte flir den
Stichprobenumfang 500 und die Schatzung der impliziten Periodenmobilitat in ande-
ren Worten etwa so formuliert werden: Die Anpassung der Stichprobendynamiken an
die wahren Einkommensverteilungen fihrt im Durchschnitt zu genaueren Schéatzun-
gen des wahren Indexwerts, die Chancen, mit einer Stichprobe den wahren Wert zu
treffen, sind jedoch fiir die urspriinglichen Stichprobendynamiken héher. Unter die-
sem Aspekt erweisen sich die signifikanten Verbesserungen bei den anderen Stich-

probenumfangen als umso eindrticklicher.

Beim Funktional der quadrierten Distanz enthalten die 95%-Vertrauensbereiche der
Stichprobenumfédnge 500 und 1'000 den wahren Gleichgewichtsindex nicht, dies
sowohl bei den direkt aus den Stichproben generierten Dynamiken wie auch bei den
optimal adjustierten Dynamiken. Fur die implizite Periodenmobilitat ist der wahre
Indexwert in allen Konfidenzintervallen enthalten. Auch hier fihrt die Methode der
Minimierung der relativen Entropie bei allen Stichprobenumféngen zu deutlichen
Reduktionen der 95%-Vertrauensintervalle. Die Schatzungen der impliziten Perio-
denmobilitat werden zwar nicht signifikant verbessert, in der Tendenz fihrt die An-
passung der Stichprobendynamiken an die wahren Einkommensverteilungen jedoch

zu genaueren, weniger stark gestreuten Schatzwerten.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass die zum Teil signifikanten Ver-
besserungen der Schatzung der impliziten Periodenmobilitat deutlich fiir die Anwen-
dung der Methode der Minimierung der relativen Entropie zur Anpassung von Stich-
probendynamiken an beobachtete Querschnittsverteilungen sprechen.

8.5 SCHLUSSBEMERKUNGEN

In diesem Kapitel wurde der Einkommensverteilungsprozess einer Okonomie ge-
mass den empirischen Vorgaben fir die USA aus Kapitel 5 simuliert. Dazu wurde die
dort geschatzte Ubergangsmatrix als wahr postuliert und die dort erhobenen Ein-
kommensverteilungen als wahr und bekannt vorausgesetzt. Mittels Zufallszahlen
wurden flir unterschiedliche Stichprobenumfange (500, 1'000, 2'000, 4'000, 8'000
und 16'000 Individuen) je 1'000 Stichprobenpanels simuliert. Die Simulation wurde

simultan fir die Dekade 1979 bis 1989 sowie fiir den Gleichgewichtszustand vorge-
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nommen, wodurch flr alle Stichprobenumfange je 1'000 Panels fir die Dekade 79-89

wie auch fiir den Gleichgewichtszustand generiert wurden.

Die Stichproben der Dekade 79-89 wurden dann mittels der Methode der Minimie-
rung der relativen Entropie optimal an die als beobachtet vorausgesetzten wahren
Einkommensverteilungen angepasst. Die notwendigen Anpassungen erwiesen sich
durchschnittlich im statistischen Sinne als nicht signifikant. Es zeigt sich hier deutlich,
dass das Gesetz der grossen Zahlen bei wirklichen Zufallsprozessen sehr effizient
zum Tragen kommt. Die Wahrscheinlichkeit, eine schlechte Stichprobe zu ziehen,

wird mit steigendem Stichprobenumfang rasch sehr klein.

Um die Methode der Minimierung der relativen Entropie zu evaluieren, wurden alle in
Kapitel 3 diskutierten Gleichgewichtsindices sowohl fiir die urspriinglichen Stichpro-
bendynamiken als auch fur die optimal an die wahren Einkommensverteilungen ad-
justierten Dynamiken bestimmt. Aus den fir jeden Stichprobenumfang resultierenden
Verteilungen der Indexwerte wurden 95%-Kofidenzintervalle fir die Lage des Mittel-
werts bestimmt. Es zeigt sich, dass die Konfidenzintervalle fir die optimal angepass-
ten Dynamiken durchwegs kleiner sind als flr die entsprechenden Stichprobendy-
namiken. Die Anpassung der Stichprobendynamiken an die wahren Einkommensver-
teilungen reduziert somit die Streuung der Schatzung der Gleichgewichtsindices.
Wichtiger als diese Beobachtung ist jedoch die Tatsache, dass die Schatzung der
Gleichgewichtsmobilitat in vielen Fallen signifikant verbessert wird. Dieser Vergleich
der Gleichgewichtsindices in den urspriinglichen und den optimal angepassten Dy-
namiken liefert somit ein starkes Argument flr die Anwendung der Methode der Mi-
nimierung der relativen Entropie bei der Bestimmung von Ubergangsmatrizen aus
Paneldaten. Die zusétzlich in den beobachteten Einkommensquerschnitten enthalte-
ne Information kann, verglichen mit den reinen Paneldaten, zu signifikanten Verbes-

serungen von Mobilitdtsschatzungen fihren.

Anhand der gleichgewichtigen Stichproben wurde aufgezeigt, wie die Gleichge-
wichtsmobilitat direkt aus den Stichproben geschatzt werden kann, ohne vorgangige
Schatzung einer Ubergangsdynamik. Es wurde demonstriert, wie die so ermittelte
empirische Mobilitat mit zunehmendem Stichprobenumfang gegen die wahre Gleich-

gewichtsmobilitdt konvergiert. Analog zur empirischen Mobilitat entlang des Einkom-
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menspfads eines Individuums (vergleiche Definition 3-3, S. 53) fUhrt diese Art der

Mobilitatsschatzung zur Definition der empirischen Stichprobenmobilitat.

Die Stichproben der Dekade 1979 bis 1989 widerspiegeln nicht den Gleichgewichts-
zustand. Somit entspricht die Simulation der Dekade 79-89 eher dem Zustand in der
Praxis als die gleichgewichtige Simulation. Wird die empirische Stichprobenmobilitét
aus Stichproben geschéatzt, welche nicht den Gleichgewichtszustand reprasentieren,
dann weichen diese Schatzungen systematisch vom wahren Gleichgewichtsindex
ab. Die empirische Mobilitdt der Stichproben der Dekade 79-89 konvergiert mit stei-
gendem Stichprobenumfang nicht gegen die Gleichgewichtsmobilitat, sondern gegen
den Indexwert Mg(Pwanr,m1979), Welcher die Auswertung des Mobilitatsfunktionals F

bei der beobachteten Anfangsverteilung myg79 darstellt.

Wird entlang des Einkommenspfads eines Individuums eine Abweichung der empiri-
schen von der gleichgewichtigen Mobilitdt festgestellt, dann befindet sich dieses
Individuum auf einem Pfad grosser Abweichungen (vergleiche Kapitel 3). Der
Schwellenwert zur Bestimmung der entsprechenden Periodenmobilitdt entsprache
gerade der empirischen Mobilitdt. Die empirische Mobilitat gibt somit den Schwellen-
wert vor, bei welchem die korrespondierende Periodenmobilitat fir dieses Individuum
berechnet werden sollte. Analog zu diesem Vorgehen kann nun die empirische
Stichprobenmobilitat als Schwellenwert vorgegeben werden, bei welchem die Perio-
denmobilitat fir die entsprechende Stichprobe berechnet werden soll. Da in jeder
Stichprobe die empirische Stichprobenmobilitat implizit vorhanden und auch bere-
chenbar ist, wird die so bestimmte Periodenmobilitédt implizite Periodenmobilitat ge-
nannt. Durch diese Art des Vorgehens lasst sich das Entscheidproblem eliminieren,
welches bei der Bestimmung der Periodenmobilitat bei der Wahl des entsprechenden
Schwellenwerts sonst immer prasent ist. Da die Rangfolge von Ubergangsdynamiken
bei einem Vergleich ihrer Periodenmobilitdt vom gewéhlten Schwellenwert abhangig
sein kann, fihrt diese Art des Vorgehens zur Elimination der mit der Festlegung des

Schwellenwerts verbundenen Willk(r.

Far den durch die empirische Stichprobenmobilitat festgelegten Schwellenwert l1asst
sich ohne weiteres die korrespondierende Periodenmobilitdt berechnen, welche

implizit in den Daten vorhanden ist. Dies wurde fiir die urspriinglichen Stichproben-
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dynamiken und die optimal an die wahren Einkommensverteilungen angepassten
Dynamiken der Dekade 1979 bis 1989 auch getan. So konnte die Methode der Mini-
mierung der relativen Entropie auch unter dem Aspekt der impliziten Periodenmobili-
tat auf ihnre Wirksamkeit Gberprtft werden. Wie bei der Gleichgewichtsmobilitat zeigt
sich auch hier, dass die ermittelten 95%-Vertrauensintervalle fir die Verteilung des
Mittelwerts der impliziten Periodenmobilitat bei den optimal adjustierten Dynamiken
durchwegs kleiner ausfallen als bei den Stichprobendynamiken. Die Konfidenzinter-
valle werden durch die Anpassung der Stichprobendynamiken an die wahren Ein-
kommensverteilungen der Dekade 79-89 sogar deutlich verkleinert (um Faktoren!).
Die Streuung der Indexwerte wird somit stark verringert. Etwas weniger deutlich als
bei den Gleichgewichtsindices wirkt sich die Methode der Minimierung der relativen
Entropie auf die Signifikanzen aus. Auch hier resultieren in einigen Fallen signifikante
Verbesserungen der Schatzungen der impliziten Periodenmobilitéat, es sind jedoch
weniger Falle als bei den Gleichgewichtsindices. Im Lichte der stark verkleinerten
Vertrauensintervalle sind die Verbesserungen der Schatzungen jedoch mindestens

so eindrucksvoll wie bei den Gleichgewichtsindices.'™

FOr empirische Studien zur Einkommensdynamik lasst sich das folgende Fazit aus
den Resultaten der Monte-Carlo Studie ziehen. In einer Situation, in der fir die zu
betrachtende Periode sowohl auf Paneldaten als auch auf umfangreichere Quer-
schnittsdaten zurlckgegriffen werden kann, empfiehlt es sich, die aus den Panelda-
ten geschéatzte Dynamik an die aus den Querschnittsdaten geschatzten Einkom-
mensverteilungen mittels Minimierung der relativen Entropie anzupassen. Die zum
Teil signifikanten Verbesserungen der Schatzung der Gleichgewichts- wie auch der
impliziten Periodenmobilitat sprechen deutlich daflr, die in den Einkommensquer-

schnitten vorhandene zuséatzliche Information (ber die wahren Einkommensvertei-

"% Bei um Faktoren kleineren Vertrauensbereichen muss der Mittelwert der Schatzungen nattirlich
entsprechend naher an den wahren Indexwert zu liegen kommen, damit sich letzterer noch inner-
halb des Konfidenzintervalls befindet und sich somit nicht signifikant vom Mittelwert der Schatzun-
gen unterscheidet. Fihrt die Methode der Minimierung der relativen Entropie in Fallen, wo die Kon-
fidenzintervalle der urspriinglichen Stichprobendynamiken die wahren Indexwerte nicht enthalten,
dazu, dass die um Faktoren kleineren Vertrauensbereiche der optimal adjustierten Dynamiken die

wahren Indexwerte umfassen, dann sind diese Verbesserungen natlrlich umso eindricklicher.
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lungen in die Schatzung der Einkommensdynamik zu integrieren. In der hier durch-
geflhrten Monte-Carlo Simulationsstudie waren die Stichproben das Resultat perfek-
ter Zufallsauswahlen. Es kann davon ausgegangen werden, dass die durch die Me-
thode der Minimierung der relativen Entropie erzielten Verbesserungen der Mobili-
tatsmessung sogar noch deutlicher ausfallen dirften, sobald die Stichproben nicht
mehr durch perfekte Zufallsprozesse erhoben werden. Neben der Tatsache, dass die
optimal angepassten Dynamiken im Sinne der relativen Entropie immer naher bei der
wahren Einkommensdynamik liegen als die korrespondierenden urspringlichen
Hypothesen, liefert die Verbesserung der Mobilitdtsmessung somit eine zusatzliche
Rechtfertigung dafir, fir Untersuchungen der Einkommensdynamik auch dann die
optimal adjustierte Ubergangsmatrix zu verwenden, wenn die notwendigen Anpas-
sungen an die beobachteten Einkommensquerschnitte im statistischen Sinne nicht

signifikant ausfallen sollten.
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9 ANHANG

9.1 ERLAUTERUNGEN ZUM KONZEPT DER RELATIVEN ENTROPIE

9.1.1 Einleitung

Im Verlaufe von Abschnitt 9.1 soll ein besseres Verstandnis flr zentrale Begriffe wie
relative Entropie und grosse Abweichungen erarbeitet werden. In dieser Arbeit wurde
aufgezeigt, wie die Theorie grosser Abweichungen gewinnbringend in Teilgebiete der
Okonomie eingebracht werden kann. Hier sollen nun die in Kapitel 2 erlauterten und
in den Folgekapiteln angewandten Konzepte grosser Abweichungen respektive der
relativen Entropie anhand einfacher Beispiele naher gebracht werden. Es soll hier ein
intuitiveres Verstandnis fur die verwendete Methodik erarbeitet werden, welches es
auch ohne vollstédndiges Begreifen der komplizierteren Mathematik in den vorange-
gangenen Kapiteln ermdglicht, die wesentlichen Errungenschaften der vorgeschla-

genen Methode zu verstehen.

Zunichst folgen jedoch noch die Beweise fiir die Konvexitdt der Mengen D und

D...a(P..q) sowie die Herleitung der relativen Entropie als Grenzwert des in Kapitel 2

erbrterten wahrscheinlichkeitstheoretischen Ansatzes. Zudem wird der Lagrange-
Ansatz (2-10) gelést, was zur Lésung des Minimierungsproblems (2-9) und somit zur
optimal an die beobachteten Querschnittsverteilungen angepassten Einkommensdy-
namik fahrt. Danach wird anhand eines einfachen wahrscheinlichkeitstheoretischen
Zahlenbeispiels die Asymptotik grosser Abweichungen erarbeitet. Es wird so aufge-
zeigt, wie sich eine Hypothese Uber die Einkommensdynamik optimal an die zu zwei
Zeitpunkten beobachteten Einkommensverteilungen anpassen lasst. Es wird auch
illustriert, wie dieser Anpassungsprozess dazu fihrt, dass die angepasste Hypothese
immer eine Verbesserung der urspriinglichen Hypothese in dem Sinne bedeutet,
dass erstere naher bei der unbeobachtbaren wahren Dynamik liegt. Zum Schluss
wird je eine Realisation der Webseiten http://www.stp.dias.ie/APG/coin_tossing.html
und .../rate_function.html des Dublin Institute for Advanced Studies gezeigt. Auf die-
sen Webseiten wird versucht, den Begriff der grossen Abweichungen anhand von

Munzwurfexperimenten naher zu bringen.
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9.1.2 Beweise und Herleitungen

9.1.2.1 Konvexitat von D

THEOREM: Die Menge D aller zweidimensionalen Dichtematrizen D, welche die Kon-

tinuitatsrestriktionen (2-1) erfillen, ist konvex.

BEWEIS: Die beiden zweidimensionalen Dichtematrizen Dy und D, seien Element der
Menge D und erfillen somit die Kontinuitatsrestriktionen. Fiir jede beliebige Li-

nearkombination D = a-D¢ + (1-a)-D2 mit a O [0,1] gilt:

D1 =[a:Dy + (1-a):D2]'t = a-Dy*t + (1-a):Dort = arm¢ + (1-a)-m;
=my[a + (1-a)] = my

Dt =[aD1" + (1-0):D2"]t = a-D1™1 + (1-0)-D2""1 = army,q + (1-0)-My, 1
= My 1[0 + (1-a)] = My,

Somit ist auch jede beliebige Linearkombination von Dy und D, ein Element der

Menge D, was gleichbedeutend mit der Konvexitat von D ist.

q.e.d.

9.1.2.2  Konvexitat von D, 4(P,.s)

THEOREM: Die Menge D, (Pog) ={D| D = diag(W)[P,,, und p>>0} ist konvex. Es

handelt sich dabei um die Menge aller zweidimensionalen Dichtematrizen D,

welchen dieselbe Ubergangsmatrix Pmog zugrunde liegt.

BEwEIS: Die beiden zweidimensionalen Dichtematrizen Dy = diag(p1):Pmod und

D, = diag(p2)-Pmog Mit Wy # Yo seien Element der Menge D, 4 (P,.,) - Fir jede be-
liebige Linearkombination D = a-D1 + (1-a)-D2 mit a [0 [0,1] gilt:
D =a-Dy + (1-0)'D2 = a-diag(p1) Pmod + (1-a)-diag(Hz)-Pmod

= [diag(a-p4) + diag((1-0)-H2)]-Pmos

=diag(a [u, +(1-a)0u,) [P, = diag(K)-Pmod
u
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Dabei ist p ein positiver Vektor mit 2 4 = 1 und somit ein Dichtevektor. Da die

Menge D, (P..;) alle zweidimensionalen Dichten enthalt, welche mit der Uber-

gangsmatrix Pnog und allen positiven Dichten p gemass diag(l):-Pmog gebildet

werden kénnen (vergleiche Abschnitt 2.4), gilt somit D 0 D, (P, .4) -

g.e.d.

9.1.2.3 Grenzwert der Realisationswahrscheinlichkeit von Einkommensgeschichten

Pro(l D poq) = N![I]K'! s ™ | log
" V!
Stirling :
log Pry (T |D,.,) = log N!+2yij (Iog deq; —ilog y,! nl= (gj W2 i +¢, )
i . mite, - Owennn - o

log Pry (M [ Dyeq)

:Iog[ j B/2GiN Q1 +¢,,) }'*ZVU (09 A g ~ ZlogHV”J E{/WD/UEQHS }

i,j=1 i,j=1

=log Ej +Iog[\/ Eﬂ1+aN] ZNEj (109 d g i = ZIog{ij ij

i,j=1 i,j=1

- Slog 2Ty, i+, )

=1

i,j=1 i,j=1

- ZIog [,/2 iy, Ot+e, )]

i,j=1

—N[Ibg( j+|og[\/7tﬂ1+aN ]+NEEdIl 109 d g = ZNEj [Elog(NjHogdj

—N[Ibg( j+|og[\/ N {1 +¢, ]+N[Ed”[[bgdmod”—NE[bg( jDZd,J
i,j=1 i,j=1
=1

-N [ﬁ:dij (og d; - ZK:|OQ [1/2 Chly; H1+ &y )]

i,j=1 i,j=1
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=-N @Kdij og ddij +log [\/2 OtIN {1 + & )]_ ibg [\/2 D-[lj/ij [+ €y )] |

i,j=1 mod, ij i,j=1

=

1
N 19 Pri (T [ Dinea)

< log [\/2 TN [O1+SN)]—ZK:|OQ [1/2 ly; Eﬂ1+eyij )]

—-_ di' E[bg ij + i,ji=1
llz:1 ] dmod,ij N

strebt gegen 0 fir N o

. S d;
fim 5 1g Pry(F D) = =30 flog——— = ~H(D| Dy

=T mod, i

9.1.2.4 Lodsung des Optimierungsproblems

K d, K K K K
L= Zdij [[bg(d J ]_Z)\t,i Zdij _mt,ij _Z)\tﬂ,j Zdij _mt+1,j]
i,j=1 mod, ij i=1 =1 j=1 i=1
1. Die optimal an die beobachteten Einkommensverteilungen m; und m,y angepasste

Dynamik Doyt wird durch Differenzierung der Lagrange-Funktion L hinsichtlich dj

und durch Gleichsetzen der resultierenden Ableitungen mit Null erhalten (Bedin-

gungen erster Ordnung):

oL _ d; Arogsi 1 _ d; |_
=log +dij|3—|3—_)\ti_)\t+1j =log +1—)\“—)\Mj—0
ad ij mod, ij dij dmod,ij , , mod, ij , !
dopt,ij _
= logl —— | =A; + Ay 1
mod,ij
. doprii = Mt — gl et
dmod,ij
= dopt,ij = e)\“ |]:Imod,ij E)\qu = (pt,i |]:Imod,ij |]pt+1,j D |:J D {1 ,"',K} ’
mit ¢, = e und @, = e

2. Die Schrédingermultiplikatoren werden durch Differenzierung der Lagrange-

Funktion L nach den Lagrange-Multiplikatoren A;; respektive Ai.1; sowie anschlies-
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sendem Nullsetzen der daraus folgenden Ableitungen gewonnen (Bedingungen
erster Ordnung). Das resultierende Gleichungssystem wird Schrédinger-System
genannt:

oL .
=m, —» d. =0
a)\t,i ti ; ij

K K K
= My = zdopt,ij = Z(pt,i mjmod,ij Eptﬂ,j =@y [Edmod,ij E(btﬂ,j Oio{1,-,K}.
=] = =
oL .
K K K .
= My, = Zdopt,ij = Z(pt,i [ oui [Pr1j = @ Dz(pt,i o MY Ojo{1,-K}.
= = =

9.1.3 lllustration

9.1.3.1 Realisationswahrscheinlichkeiten von Einkommensgeschichten

Die Grundlagen wurden in Abschnitt 2.2 ausfihrlich dargestellt. Um die Methode der
Minimierung der relativen Entropie anwenden zu kénnen, muss eine Beobachtung
der Einkommensverteilungen zu zwei Zeitpunkten (t und t+1) sowie eine Hypothese
Uber die Dynamik des Einkommensprozesses vorhanden sein. Letzteres deshalb,
weil die wahre Einkommensdynamik normalerweise unbekannt ist und folglich ge-
schatzt werden muss. Beobachtung und Hypothese sind die erforderlichen Ingre-
dienzien zur Anwendung der vorgeschlagenen Methodik. In diesem Abschnitt wird
von der folgenden konstruierten Situation ausgegangen:

» BEOBACHTUNG: Die Einkommensverteilungen der Grundgesamtheit von N unab-
héangigen, unterscheidbaren Individuen zu zwei Zeitpunkten seien bekannt,

0.6 0.5
m, = und my, = :
0.4 0.5

Diese beiden Randverteilungen fiihren zur konvexen Menge D aller Einkom-
mensdynamiken D, deren Zeilen- respektive Spaltensummen mit m; respektive
my.1 Ubereinstimmen (vergleiche hierzu auch Abbildung 9-2).



184 9 Anhang

+ HyPOTHESE: Die vermutete Dynamik des Einkommensprozesses''' (Modelldyna-
mik) Dmog S€i gegeben durch
0.5 01 _
Dmod = |:02 02j| = (dmod,ij )i,j:1,2 ’ Dmod 0D .

Fir alle Elemente D der konvexen Menge D gilt somit, dass sie die als Anfangs- und
Endrestriktionen (Kontinuitatsrestriktionen) bekannten Bedingungen erflllen:

2
9-1) >d,=m, Oi=1,2

=

d. =m

2
ij t+1,]
=1

Da % myj=1 und Zjmy4j=1 sind, implizieren die obigen Bedingungen 2:-K -2 Re-
striktionen far D. Hier sind dies folglich 2 Restriktionen. Kompakter in Matrixnotation
geschrieben lauten die Kontinuitatsrestriktionen, wobei die beiden Darstellungen

aquivalent sind, wie folgt:

Dli=m _
91y T - DOD .
D'O0=m,.

Im Beispiel bedeuten die Anfangs- und Endrestriktionen (9-1) somit:

oo (o) e (52230 )<(as)
Implizit wird hier davon ausgegangen, dass beim Ubergang von t nach t+1 niemand
verloren geht oder hinzu kommt. Fir die Begriindung dieser Annahme sei auf Ab-
schnitt 2.3 verwiesen. Da die wahre Einkommensdynamik normalerweise nicht beo-
bachtet werden kann und die Hypothese Dnoq im allgemeinen mit den beobachteten

Randverteilungen m; und m¢ nicht kompatibel ist, muss die unbekannte Einkom-

mensdynamik aus der Beobachtung und der Hypothese heraus geschéatzt werden.

""" Diese Hypothese kann der Theorie entstammen oder aus empirischen Studien entnommen wer-
den. Sie sollte jedoch immer gut begriindet sein. Auf diese Problematik wurde in den Kapiteln 5 bis
8 naher eingegangen. Wird fiir alle i,j dmoq, ij = 1/K? gewshlt, dann enthalt die Hypothese keine zu-

satzliche Information (non-informative prior).
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Die Lésung dieser Abschatzung, die optimal angepasste zweidimensionale Dichte

Dopt, erfiillt dann die Anfangs- und Endrestriktionen.

Im vorliegenden Beispiel wird jedoch aus Grinden der lllustration zunachst davon
ausgegangen, dass die wirkliche Einkommensdynamik bekannt ist. Die "wahre" Ein-
kommensdynamik ist in den meisten Fallen nicht bekannt, sie ist jedoch oft das Ziel

empirischer Forschung.

* ANNAHME: Die "wahre" Einkommensdynamik sei durch die "unbekannte" zweidi-

mensionale Dichtematrix Dyanr mit den Randverteilungen m; und m,1 gegeben:

04 0.2 —
Dwahr = |:01 03} = (dwahr,ij )i,j=1,2 ’ Dwahr O D )

Bestiinde die Méglichkeit, das Einkommen jedes der N Individuen im Zeitablauf zu
verfolgen, dann liesse sich abzahlen, wie viele Personen sich in Periode t in Ein-
kommensklasse i und im Zeitabschnitt t+1 in Einkommensklasse | befinden. Diese

Zahlen werden mit ywanr,j bezeichnet und in einer (KxK)-Matrix geordnet:

rwahr = (ywahr,ij )i,j=1,-~-,K mit r =NID

wahr wahr *

Diese Matrix wird im folgenden Einkommensgeschichte genannt. Solche Matrizen,
welche die absoluten Haufigkeiten enthalten, sind im allgemeinen als Kontingenzta-
feln bekannt. Es existieren unendlich viele Einkommensgeschichten die mit den
Kontinuitatsrestriktionen (9-1) kompatibel sind. Um die dem Konzept grosser Abwei-
chungen innewohnende Asymptotik zu erldutern werden von nun an zwei Félle un-

terschieden, welche beide mit (9-1) vertraglich sind:

[. Die "wahre" Einkommensdynamik Dyanr werde durch eine Grundgesamtheit von

N1 = 10 Individuen generiert.

[I. Die "wahre" Einkommensdynamik Dyanr werde durch eine Grundgesamtheit von

N2 = 100 Individuen generiert.

Dadurch ergeben sich zwei "wahre" Einkommensgeschichtematrizen 'y und T.

Beiden liegt dieselbe Dynamik Dyanr zugrunde.

04 0.2 4 2
e I, = (y1vij)i,j=1,2 :N1 DDwahr =1OEE0_1 0_3} :{1 3}
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04 0.2 40 20
¢ I_2 = (y2,ij )i,j:1,2 = N2 I:[Dwahr =100 [EO.I 03:| = |:1 0 30j|

Durch die Anwendung elementarer Kombinatorik lasst sich berechnen, auf wieviele
unterschiedliche Arten sich die Geschichte 'y mit Ny unterscheidbaren Individuen

realisieren lasst. Diese Anzahl wird mit n(I"1) bezeichnet:

(9-2) n(r) =( N, jEEM _V1,11JEEN1 ~ Y11 _V1,12JEEN1 “Yir1 " Yiaz _V1,21j _ 2N1!
Yiq1 Yiq2 Y121 Yi,22 v
i’
_(10) (10-4) (10-4-2) (10-4-2-1
4 2 1 3

_ 10!
Tz

=12'600 .

Dies bedeutet, dass 't mit 10 unterscheidbaren Individuen auf insgesamt 12'600
Arten realisiert werden kann. Fir die Geschichte N> mit N> unterscheidbaren Indivi-

duen ergibt sich die folgende Anzahl unterscheidbarer Realisationen:

(9-2)' n(rz) :[ N2 jEENz _V2,11J [ENz ~Ya11 _V2,12j [ENz “Yo11 " Ya12 _y2,21j = 2N2!
Y211 Yaoi2 Y221 Y220 N

_(100) (100 -40) (100 -40-20) (100 -40-20-10
| 40 20 10 30

_ 100!
1020 B0 ! 40!

=4.884410% |

Es soll nun die Wahrscheinlichkeit flr die Realisation beider Einkommensgeschich-
ten berechnet werden wie wenn davon ausgegangen wirde, dass sie unter der
Hypothese Dmog und nicht unter der "wahren" Dynamik Dyane zustande gekommen
waren. In einem ersten Schritt werden zunéachst fir beide Félle die Realisierungs-
wahrscheinlichkeiten je einer spezifischen I'-Matrix berechnet. Wie bei Multinomial-
verteilungen Ublich berechnet sich die Wahrscheinlichkeit der Realisation einer spezi-
fischen I'{-Matrix aus den 12'600 Méglichkeiten unter der Modelldynamik Dyog Wie

folgt:
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2

(9-3) Pr(r,)= |‘! (Aoa)"™ = 0.5% [0.12 (0.2 [0.2° =0.000001 .
1,j=

Analog berechnet sich die Wahrscheinlichkeit, dass eine spezifische I'>-Matrix aus
den 4.8844-10° Méaglichkeiten unter der Dynamik Dpoq realisiert wird gemass:

2
(9-3)" Pr(l,)= I‘! (dmod’ij)yzv” =0.5* M.1*° 0.2"° 0.2*° =1007% .

1,j=
Makrodkonomisch besteht nur ein Interesse daran, dass eine Einkommensverteilung
so ist wie sie ist, und nicht daran, wer sich wo in der Verteilung befindet. Deshalb
interessiert nicht die Wahrscheinlichkeit fir die Realisation einer spezifischen T-
Matrix als vielmehr wie hoch die Wahrscheinlichkeit dafir ist, dass Uberhaupt eine I'-
Matrix unter der Hypothese realisiert wird. Im Fall der Einkommensgeschichte T4
interessiert folglich die Wahrscheinlichkeit daflrr, dass irgend eine der insgesamt
12'600 Iy-Matrizen unter der Dynamik Dnoq realisiert wird. Diese Realisationswahr-
scheinlichkeit ergibt sich somit durch Multiplikation der Gleichungen (9-2) und (9-3)
zu:
2 (dmod,ij)wij

(9-4) PrN1(r1|Dmod):n(r1)[Pr(r1):N1![I]] vl

=0.0126 .

Im Falle der I'>-Einkommensgeschichte resultiert die folgende Realisationswahr-
scheinlichkeit:

2 (dmod,ij )yz'ii

(9-4)' PrN2 Ty | Do) =N(I,) Pr(I,) = Nz[l]_l

1j= Yoj

=0.00000004884 .

Der Vergleich der Gleichungen (9-4) und (9-4)' liefert einen Hinweis daflr, wie
schnell die Realisierungswahrscheinlichkeit Pry(I| Dmog) €iner Einkommensgeschich-
te I, die unter der "wahren" Dynamik Dyan zustande gekommenen ist, unter der
Hypothese Dmog flir N - 00 gegen 0 strebt. Fir Ny = 10 betrdgt sie immerhin noch
1.26 %, fur N2 = 100 ist sie kaum mehr der Rede wert. Die Konvergenzgeschwindig-
keit der Realisationswahrscheinlichkeit gegen 0 fir N — oo ist, zumindest flr das hier
gewahlte Beispiel, sehr hoch. Dies ist in Abbildung 9-1 grafisch dargestellt. Wahrend
in der oberen Teilgrafik die Konvergenz der Realisierungswahrscheinlichkeit gegen 0
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fir N - o dargestellt ist, zeigt der untere Teil der Abbildung die Konvergenz der
Konvergenzrate der Realisationswahrscheinlichkeit einer wahren Einkommensge-
schichte I'yanr unter der Hypothese Dimog gegen inren Grenzwert, welcher, wie weiter

unten noch ausgefuhrt wird, durch die relative Entropie H(Dwanr|Dmod) gegeben ist.

Asymptotik der Realisierungswahrscheinlichkeit

L | | | | | |
MOuan [Prod | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Anzahl Individuen

Abbildung 9-1: Asymptotik von Dy, bei gegebener Hypothese Dpoq

Formal lautet die Realisationswahrscheinlichkeit fur irgend eine (KxK)-Einkommens-
geschichte I unter einer Hypothese Dnoq Wie folgt:
K (dmod,ij)Yij

(95) Pru(l D) =N =24

Die Konvergenzgeschwindigkeit von Pry(I'|Dmog) — O fir N — oo wird im folgenden
von grossem Interesse sein da ihre Bestimmung der Schllissel dafir ist, die Hypo-

these Dmog Optimal an die beobachteten Randverteilungen anzupassen.
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9.1.3.2 Optimierungsproblem

Wie beim Vergleich der Resultate der Gleichungen (9-4) und (9-4)' angedeutet, be-
sagt das Gesetz der grossen Zahlen, dass jede mit den beobachteten Randvertei-
lungen kompatible Einkommensgeschichtematrix aus dem Blickwinkel der Hypothese
die Realisationswahrscheinlichkeit 0 hat, wenn N gegen unendlich strebt. Formal
bedeutet dies Pry(F|Dmog) — O flir N — . Dies deshalb, weil I' respektive die korres-
pondierende zweidimensionale Dichte D die Kontinuitatsrestriktionen (9-1) erfullt, die

Hypothese Dnog hingegen nicht.

Hier ist es nun an der Zeit, die Optik wieder der eigentlichen Problemstellung zuzu-
wenden. Wahrend oben die Realisationswahrscheinlichkeit der beiden "wahren"
Einkommensgeschichten 'y und > unter der Hypothese Dmog berechnet wurde, um
zu demonstrieren, dass diese sehr schnell mit steigendem N gegen 0 strebt, soll nun
die unter der Hypothese Dnoq wahrscheinlichste Dynamik Dop berechnet werden.
Hier sei nochmals erwahnt, dass die wahre Dynamik Dyanr unbekannt ist, davon ist
nur gewiss, dass sie mit den beobachteten Randverteilungen m; und m,1 kompatibel
sein muss. Dies ist gleichbedeutend damit, dass sowohl Do, wie auch die unbekann-

te Dichte Dyanr Element der konvexen Menge D sind.

Die Hypothese ist ja eine irgendwie zu begrindende erste Idee Uber den unbekann-
ten dynamischen Prozess. Aus Sicht dieser Hypothese gilt es nun, aus der Menge D
der moéglichen Lésungen dasjenige Element zu finden, welches mit grésster Wahr-
scheinlichkeit realisiert wird. Da die Realisierungswahrscheinlichkeit aller Elemente
der Lésungsmenge mit steigender Anzahl Individuen N gegen 0 tendiert, wird dasje-
nige Element mit grésster Wahrscheinlichkeit realisiert, dessen Realisierungswahr-
scheinlichkeit fir N — o mit der niedrigsten Konvergenzrate gegen 0 konvergiert.
Wie in Abschnitt 9.1.2.2 gezeigt wurde, ist diese Konvergenzrate durch die relative
Entropie H(D|Dmog) gegeben:

1 K d;
fim - 10gPry (7 1D )] = 3., nbg( o J =—H(Dye0)

=1 mod,i

Die Funktion H(-ODmog) Wird auch Ratenfunktion genannt da die Realisationswahr-

scheinlichkeit fir grosse N exponentiell mit dieser Rate gegen null konvergiert:
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(9-6) Pry(M|D, o) = Nu[I]K'IM @ NB(OPns)
E A
Die relative Entropie besitzt die folgenden Eigenschaften:
* H(D|Dmog) = 0 ; nichtnegative Funktion von D.
* H(D|Dmog) = 0 dann und nur dann, wenn D = Dpoq -
* H(D|Dmog) ist eine konvexe Funktion von D.
* H(D|Dmog) besitzt ein globales Minimum in D.
* H(D|Dmog) # H(Dmod|D) ; keine Symmetrie in den Argumenten.

Aus Gleichung (9-6) geht hervor, dass die gesuchte Lésung Doyt des Problems durch
Minimierung der relativen Entropie lber alle Elemente der Lésungsmenge D hin-
sichtlich der Hypothese Dnoq gefunden wird. Die obigen Eigenschaften der relativen
Entropie garantieren die Eindeutigkeit dieser Lésung. Die Lésung ist also durch die-
jenige zweidimensionale Dichte gegeben, deren Realisationswahrscheinlichkeit mit
der langsamsten Rate gegen 0 konvergiert. Hierbei handelt es sich um ein soge-

nanntes Argument der grossen Abweichungen.

Der Ubersicht halber sei hier die geometrische Interpretation der relativen Entropie
nochmals wiedergegeben.

Hypothese

~

i
1
| ~

H(Dopt| Dod) i \\H(Dwahrl Dmod)
i
1

Do t
Projeﬁtion

H(Dwahr| Dopt) ~~~~~~~ :§D

wahr
unbekannte "Wahrheit"

D = konvexe Menge aller zweidimensionalen (K xK) —Dichtematritzen D,
welche die Randdichten m, und m,,, besitzen

Abbildung 9-2: Geometrische Interpretation der relativen Entropie
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Die relative Entropie stellt somit eine Art gerichtetes Distanzmass dar. Unter der
Hypothese Dnmog ist diejenige Einkommensgeschichte ' am wahrscheinlichsten, de-
ren Realisierungswahrscheinlichkeit am langsamsten gegen 0 strebt. Um diese unter
der Hypothese Dmoq Wahrscheinlichste Einkommensgeschichte I'o,; respektive deren
zweidimensionale Dichtematrix Dopt zu finden gilt es, die relative Entropie H(D|Dmod)
Uber alle zweidimensionalen Dichten D unter den Nebenbedingungen der Kontinui-

tatsrestriktionen (9-1) zu minimieren:

DD DD = dioaii

K d.
D, =argminH(D |D,,,,) =argmin»_d, dog —— | .

Der gewéhlten Terminologie folgend wird Doyt aus Sicht der Hypothese Dmoqg als
wahrscheinlichste zweidimensionale Dichtematrix bezeichnet.

Die Anpassungsprozedur liefert flir das hier verwendete einfache Beispiel das fol-

gende Resultat:

OD

opt ( opt, ij )i,j:1,2 ’ D opt

~10.3911 0.2089
0.1089 0.2911

Der in Abbildung 9-2 dargestellte "pythagordische" Zusammenhang zwischen den

drei Dichten Dmod, Dopt und Duwanr ist wie folgt gegeben:
H(Dwahr| Dmod) = H(Doptl Dmod) + H(Dwahrl Dopt)
= 0.10170 = 0.10089 + 0.00081

Dabei wird ersichtlich, dass die urspriingliche Hypothese D04 deutlich in die richtige
Richtung angepasst wurde. Der Anpassungsprozess korrigiert die Hypothese so,
dass die angepasste Dynamik Do, deutlich n&her beim unbeobachtbaren wahren
Prozess Dwanr zuU liegen kommt. Vorausgesetzt, dass die gewahlte Hypothese einen
vernlunftigen Ausgangspunkt darstellt, verdeutlicht dieses Beispiel, dass die Methode
der Minimierung der relativen Entropie zur Schatzung von Ubergangsdynamiken

unter Einbezug von Querschnittsdaten gut geeignet ist.
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Werden die einzelnen lterationsschritte der IPFP-Anpassungsprozedur''?

betrachtet,
wird leicht ersichtlich, wie schnell der Anpassungsprozess konvergiert. Aus
Abbildung 9-3 geht hervor, dass der iterative Prozess, bei einer Genauigkeit von vier
Dezimalstellen, schon nach sechs lterationen zur optimal angepassten Dichte Dot
konvergiert. Auch zeigt ein simpler optischer Vergleich der drei Matrizen Dmog, Dopt
und Duwanr, dass die angepasste Hypothese Dqpt sehr viel nadher bei der wahren Dy-

namik Dwarr liegt als die urspringliche Hypothese Dmog.

0.5 0.1
Dmod = =
0.2 0.2

0.3571 0.1667] [0.3866 0.2027] [0.3904 0.2081
{0.1429 0.3333}:{0.1134 0.2973}:{0.1096 0.2919}
0.3910 0.2088] [0.3910 0.2089
2{0.1090 0.2912}:{0.1090 0.2911}

Zwischenschritte

opt

0.1089 0.2911

4 0.2
0 0 = Dwahr
0.1 0.3

Abbildung 9-3: Konvergenz der IPFP-Anpassungsprozedur

[0.391 1 0.2089}
=

Aus der Abbildung geht auch hervor, dass der erste Anpassungsschritt mit Abstand
den grdssten Teil der Anpassungsleistung erbringt.

In Abbildung 9-4 ist, analog zu Abbildung 9-1, das asymptotische Verhalten der Rea-
lisationswahrscheinlichkeit einer optimal an die beobachteten Randverteilungen
angepassten Einkommensgeschichte unter der Hypothese Dpog flir N - oo aufge-
zeigt. Die obere Teilgrafik stellt dabei die Konvergenz der Realisierungswahrschein-
lichkeit gegen 0 fir N - oo dar. Die untere Teilgrafik zeigt die Konvergenz der Kon-

vergenzrate der Realisationswahrscheinlichkeit der, unter dem Blickwinkel der Hypo-

12 Vergleiche Abschnitt 2.3.3 fiir eine Beschreibung der IPFP-Prozedur.
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these, wahrscheinlichsten Einkommensgeschichte gegen ihren Grenzwert, welcher

durch die relative Entropie H(Dopt|Dmod) gegeben ist.

Asymptotik der Realisierungswahrscheinlichkeit

I
|
1
| i [ | | [ i
Z I I I I I I I
i 1 1 ! 1 1 ! l
evoy -~~~ 7-" "~~~ """ "~~~ 77 e [ I ]
a I I I I I I I
— | | | | | | |
= | | | | | | |
< 1 ) H 1 1 T |
S l 1 1 1 1 1 1
B 1 - [, [ U T [, R [ -
. | | | | | | |
ol Mo !Prod | | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Anzahl Individuen

Abbildung 9-4: Asymptotik von D, bei gegebener Hypothese Dimgq

Da sich Dgpt und Dwane S€hr nahe beieinander befinden ist bei einem Vergleich der
oberen Teilgrafiken von Abbildung 9-1 und Abbildung 9-4 nicht ersichtlich, dass die
Realisierungswahrscheinlichkeit einer Einkommensgeschichte unter der Hypothese
Dmod im Falle der optimal angepassten Dynamik fir N — o weniger schnell gegen 0

tendiert als im Fall der wahren Einkommensdynamik.

Die Realisationswahrscheinlichkeiten lassen sich jedoch auch fir den Fall von Ein-

kommensgeschichten berechnen, welche der Dynamik Doy gehorchen.'™ Fiir

"3 Da bei Dopt flir 10 respektive 100 Individuen immer Einkommensgeschichten mit reellen Elementen

yij generiert werden, mussen die Realisationswahrscheinlichkeiten hier mit dem stetigen Analogon
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Ny = 10 unterscheidbare Individuen ergibt sich somit die folgende Wahrscheinlichkeit:

2 d ) Yopt, 1,ij
)=N,| Eross) ™7 _ 90123 .

Lj= y0pt,1,ii :

(9-7) I:)rN1 (ropt,1 | Dmod) = n(ropt,1 ) [Pr(r

opt,1

Fir No = 100 Individuen lautet die Realisationswahrscheinlichkeit:

yom ,2,i

2 (dmodij)
) =N,! ’—'=0.00000005101 .

Lj= yopt,2,ij :

(9-7)" Pry, (Topiz | Dimoa) = Mg ) PF(M o2
Ein Vergleich der Gleichungen (9-4) mit den Gleichungen (9-7) verdeutlicht jedoch,
dass unter der Hypothese Dnoq die Dynamik Dot mit grosserer Wahrscheinlichkeit
realisiert wird als die Dynamik Dyan. Wéhrend bei 10 Individuen die Realisations-
wahrscheinlichkeit einer unter der wahren Dynamik zustandegekommenen Einkom-
mensgeschichte aus dem Blickwinkel der Hypothese noch etwas hdher ist als bei
einer durch die Dynamik Doyt generierten I'-Matrix, verandert sich diese Reihenfolge
bei 100 Individuen zugunsten einer hdheren Wahrscheinlichkeit fir die unter der
optimal angepassten Dynamik zustandegekommene Einkommensgeschichte. Diese
Tatsache wird in Abbildung 9-5 auch noch grafisch dargestellt.

In Abbildung 9-5 sind die oberen Teilgrafiken von Abbildung 9-1 und Abbildung 9-4
fur den Bereich von 95 bis 100 Individuen vereint dargestellt. Es zeigt sich, dass die
Kurve der Realisationswahrscheinlichkeit unter der Hypothese fiir die optimal ange-
passte Dynamik immer oberhalb derjenigen flr die "wahre" Dynamik liegt. Dies bleibt
auch so, wenn N gegen o strebt. Unter dem Gesichtspunkt der Hypothese wird so-
mit, fir N - o, die optimal angepasste Einkommensdynamik mit héherer Wahr-
scheinlichkeit realisiert als die "wahre" Dynamik. Auch alle anderen Elemente der
Menge D werden unter der Hypothese mit geringerer Wahrscheinlichkeit als Dopt
realisiert.

zur Fakultatsfunktion, namlich der Gamma-Funktion, berechnet werden. Dabei gilt die Aquivalenz:
n! = Gamma(n+1). Auch fir die Darstellungen in Abbildung 9-1 und Abbildung 9-4 wurde die

Gamma-Funktion verwendet.
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Anzahl Individuen

Abbildung 9-5: Asymptotik der Dynamiken Dgy; und Dyane unter der Hypothese Dioq

In der Realitat ist Dyanr unbekannt und soll geschatzt werden. Unter der gewahlten
Hypothese Dmoq stellt die optimal an die Kontinuitatsrestriktionen (9-1) angepasste
Dynamik Dopt die beste Schatzung der gesuchten wahren Ubergangsdynamik dar.
Wie im hier gezeigten Beispiel ersichtlich wurde, kann diese Schéatzung, bei geni-
gend guter Hypothese, sehr nah bei der gesuchten wahren Dynamik sein. Auch bei
schlechten Hypothesen ist die optimal angepasste Dynamik immer noch die bessere
Alternative als die Hypothese selbst. Die Gilte der Schatzung hangt jedoch stark mit
der gewdhlten Hypothese zusammen. Es empfiehlt sich somit, gut begrindbare

Hypothesen zu wahlen.

9.1.3.3 Statistische Schlussfolgerungen

Neben der optimalen Anpassung der urspringlichen Hypothese an die beobachteten
Randverteilungen besteht aus statistischer Sicht ein Interesse an der statistischen
Signifikanz der notwendigen Anpassungen. Ireland und Kullback (1968) zeigen, wie
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die notwendige Anpassung der Hypothese Dmog an die beobachteten Querschnitts-
verteilungen m; und my,; auf statistische Signifikanz getestet werden kann. Wird die
Hypothese Dnoq aus einer Stichprobe von n Individuen generiert, dann ist die Statistik

(9-8) 2 m-I(Dopt | Dmod) ~ XSEK—Z

asymptotisch x>-verteilt mit 2:-K -2 Freiheitsgraden.''* Diese Statistik kann dazu
verwendet werden, die durch das Modell gegebene Nullhypothese zu testen. Obige
Statistik besagt, ob sich die beiden Dichtematrizen Doyt und Dmeg Signifikant unter-
scheiden. Im hier gezeigten Beispiel ist die Statistik (9-8) x*-verteilt mit 2 Freiheits-
graden. Auf dem 1%-Signifikanzniveau betragt der kritische Wert der x3-Verteilung
mit 2 Freiheitsgraden 9.21. Ware die Hypothese Dmog aus einer Stichprobe beste-
hend aus n Individuen generiert worden, wirden die notwendigen Anpassungen fir
Stichprobengréssen n = 46 signifikant ausfallen. Die Signifikanz respektive Nichtsig-
nifikanz der Statistik (9-8) sollte jedoch nicht als Test fir die Gite der Hypothese
betrachtet werden. Die x*-Statistik besagt lediglich, ob die notwendigen Anpassun-
gen der Hypothese an die beobachteten Randverteilungen signifikant oder nicht-
signifikant ausfallen. Es ist durchaus denkbar, dass eine schlecht gewahlte Hypothe-
se im Sinne der relativen Entropie sehr nah an die Menge D zu liegen kommt, wobei
die Teststatistik (9-8) nicht-signifikant ausfallen kann. Auch eine signifikante Statistik
bei gut gewahlter Hypothese ist eine durchaus reale Mdglichkeit.

"% Stammt Dmod @us einer Panelstudie, so entspricht n der Anzahl Individuen im Panel. In Kapitel 5
stammt zum Beispiel die Hypothese D.,.q aus der PSID-Panelstudie und n entspricht der Anzahl
aus diesem Panel extrahierter Individuen. Wurde hingegen bloss die hypothetische Ubergangsdy-
namik P direkt aus der Stichprobe generiert, die hypothetische zweidimensionale Dichte jedoch

unter Einbezug der beobachteten Anfangsverteilung gemass D, = diag(m;)-Pmed, dann ist die

Statistik geméss (2-17) x>-verteilt mit K — 1 Freiheitsgraden. Entspringt die Hypothese jedoch theo-
retischen Uberlegungen, so lasst sich eigentlich keine Statistik iiber die Signifikanz der Anpassung
erstellen. Unabhéngig von der Existenz einer solchen Statistik ist die angepasste Dynamik D je-
doch immer die bessere Abschatzung des dynamischen Prozesses als die urspringliche Hypothe-

Se.
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9.1.4 Grosse Abweichungen anhand von Miinzwiirfen

Das Dublin Institute for Advanced Studies veranschaulicht den Begriff der grossen
Abweichungen auf den beiden Webseiten www.stp.dias.ie/APG/coin_tossing.html
und .../rate_function.html Anhand von Minzwurfexperimenten. Hier wird je eine Rea-
lisation der beiden Webseiten gezeigt. Bei beiden Realisationen werden n =100
Wirfe mit einer fairen Minze (p = 0.5) durchgefiihrt und die Wahrscheinlichkeit daftr
berechnet, dass im Durchschnitt in mehr als 75 % (x = 0.75) der Félle Kopf geworfen
wird (Pr(M;, > x)).

The Basic Ideas Underlying Large Deviations lllustrated with a Coin Tossing Experiment
(http://www.stp.dias.ie/APG/coin_tossing.html)

Imagine a coin tossing experiment, where we toss a coin n times and record each result. There are 2
possible outcomes for each toss, giving 2" possible outcomes in all. What can we say about the total
number of heads? Firstly, there are n+1 possible outcomes for the total, ranging from 0 heads to n
heads. Secondly, of the 2" possible outcomes, "C, result in r heads. If the coin is fair, every outcomes
is equally likely, and so the probability of getting r heads is "C, /2". Thus the average number of heads
per toss has n+1 possible values, 0, 1/n, 2/n, ... ,1 and the value r/n has weight "C, /2". To calculate
the probability of the average number of heads per toss lying in a particular range, we add up the
weight of each of those possible values which fall inside that range. If we let M, be the average num-
ber of heads in n tosses then, for example,

Pr(M, > x) = Z 21—HEICr .

x<l<1
Run the animation below for the unbiased coin. Increase the pause between each iteration and run for
low values of n if it helps to interpret the histograms. We can calculate the probability of M, exceeding
x, for each value of n (i.e. the weight in the tail of the distribution.) Since this probability seems to
decay exponentially as n increases, we plot the log of this probability against n. This is shown in the

lower plot.

Remark: The value of Burstiness referred to in the Markov Chain mode can be chosen between -1 and
+1. A value of +1 corresponds to a correlation of +1. A value of -1 corresponds to the minimum
allowed value of the correlation for the chosen value of p, the probability of heads. Values of Bursti-

ness in between -1 and +1 correspond to the appropriate linear transformation.
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Unbiased Coin ;I 1 p=05 x=0.758

4 I I 3 100 = M aximum number of tosses

|

|

|

e — |

|

4 | p|| 100 =p betwesn iterati

I duse pe ean ITerations Probab|l|‘l‘y I
|

|

|

|

of

1 I I v 31 = Intervals in Histogram Oecurence n =100
4 I _I_ p |l 0.5 =

M_n = Average number of heads per toss 1

Start o

lag [P robChd_ne:]

-30 n M aximum n

The Javwa code was written by Peter I cHale and Peter M act amara, third-wear students at Trinity College, Dublin

We can see clearly the Law of Large Numbers at work: as n increases, the distribution becomes more

and more sharply peaked about the mean and the tails become smaller. It is also clear that, although
things are a little jumpy initially, the lower plot becomes linear for large n. You can also run the applet
in the case where the coin is biased and in the case where the sequence of heads and tails is a
Markov chain. The same asymptotically linear plot should result. This leads us to the idea that the tail

of the distribution of the average number of heads in n tosses decays exponentially as n increases.

The Basic Ideas Underlying Large Deviations lllustrated with a Coin Tossing Experiment
(http://www.stp.dias.ie/APG/rate_function.html)

So now we know that the tail of the distribution of the average number of heads in n tosses decays
exponentially as n increases. You may ask how quickly it decays for each value of x. In other words,
given that Pr(M, > x) ~ €™ for large n, what is the function I(x)? This section is intended to answer
that question. Taking logs on both sides, we see that I(x) is just the absolute value of the asymptotic

slope of the logarithmic plot that we had before.

Choose your value for p and then build up a picture of I(x) by running the animation for a number of
values of x. (Values of x not in the tail of the distribution will just give an asymptotic slope of 0.) Once

you have built up an idea of what I(x) looks like, try clicking on the "Draw in Rate Function" button.
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L] I I pf 31 = Intervals in Histogram Occurence
4 I J_ b 0.5 =

Run for this X Crrave in Rate Function

1 = =

Restart with a new p | P ID'E x=0.78
— |
1 I I 4 100 = Maximum number of tosses |
n=100 |
|
4 I I ] 0 = Pause betmween iterations P rab ability |
of |
|
|
|

u]
h_n = Awerage number of heads per toss 1

-tAsymptotic Slope)

A leal1ipl u]
lag[Problhd_n=:=]
Asymptotic Slope = -0.13149278
o p=05 1 -30 n M aximum n

The Java code was written by Peter M cHale and Peter MacHamara, third-wear students at Trindty College, Dublin

In fact, drawing in the rate function just draws in x-log(x/p) + (1-x)-log((1-x)/(1-p)) for values of x

greater than p, the probability of heads. So we have a formula for I(x), the rate-function for coin toss-
ing.
One of the goals of Large Deviation theory is to provide a systematic way of calculating the rate-

function.
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9.2 ERGANZUNGEN ZUR MOBILITATSMESSUNG

9.2.1 Einleitung

In diesem Unterkapitel werden zuné&chst alle fir Kapitel 3 notwendigen Beweise
gefihrt. Zudem wird Kapitel 3 noch insofern erganzt, dass Theorem 3-2 auch fir
grosse Abweichungen der empirischen Mobilitdt unterhalb eines Schwellenwerts

a J(0,M:(P)) angepasst wird. Somit wird der gesamte Definitionsbereich fir den

Schwellenwert (a O (0, amax(P)) ) zur Evaluation von Abweichungen der empirischen

Mobilitdt vom Gleichgewichtsindex zuganglich gemacht.

Zudem wird veranschaulicht, wie die Konvergenz von P fur T - o gegen I1, die
Ubergangsmatrix mit lauter Zeilen, welche identisch mit der Gleichgewichtsverteilung
mtder Dynamik P sind, von den Eigenwerten von P abhangt. Danach wird die maxi-
mal erreichbare empirische Mobilitat amax(P) anhand von Beispielen erlautert. Insbe-
sondere wird hergeleitet, gegen welche Werte die Periodenmobilitéat konvergiert, falls
der Schwellenwert in der Nahe der Grenzen des Definitionsbereichs von a (0 und

amax(P)) gewahlt wird.

Anhand des Bartholomew-Funktionals sowie diverser Beispielmatrizen werden der
relative und absolute Blickwinkel hinsichtlich der Periodenmobilitat diskutiert. Danach
werden die Periodenmobilitaten der Beispielmatrizen auch flr die beiden restlichen,
in Kapitel 3 vorgestellten Mobilitédtsfunktionale analysiert. Zum Schluss werden die
sich schneidenden Periodenmobilitatskurven zweier positiver Ubergangsdynamiken
mit identischem Bartholomew-Index Uber den gesamten Definitionsbereich des
Schwellenwerts (a [ (0, dmax(P)) ) zur Bestimmung des Periodenindex ausfihrlich
diskutiert. Diese Diskussion mindet dann in Ideen, in welche Richtung die hier vor-
gestellte Methodik zur Mobilitatsanalyse weiterentwickelt und erganzt werden kdnnte.

9.2.2 Beweise und Herleitungen

Die nachfolgenden beiden Lemmas werden als Hilfsmittel dazu bendtigt, die in Kapi-
tel 3 vorgestellten Propositionen und Theoreme zu beweisen. Im ersten Lemma geht

es darum aufzuzeigen, dass zu jedem Schwellenwert a O(MZ(P), a,.., (P)) fir die
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empirische Mobilitét eine positive Wahrscheinlichkeit besteht, dass sie den Schwel-
lenwert unter der Einkommensdynamik P auch erreicht oder Ubertrifft. Die in Lem-
ma 9-2 hergeleitete momentengenerierende Funktion M+() wird im nachfolgenden
Beweis zu Proposition 3-3 dazu bendtigt, die wichtige strikte Konvexitat von Ag zu

beweisen.

LEMMA 9-1: Jede primitive Ubergangsmatrix P und jedes Funktional F auf ZxZ erfil-

len die folgende Uniform Recurrence Condition:

Es existiert eine positive ganze Zahl m so, dass

(9-9) n =miinZPr{Xm =S, >0|X, =i}>0  fur aO(ME(P), d,pur(P)) -
i

BEWEIS: Es soll gezeigt werden, dass flr alle i und j ein Pfad W existiert welcher so in
m Schritten von i nach j fihrt, dass Sm(¥) > a. Im Folgenden sei ¥" ein Kreis-

pfad, auf dem die empirische Mobilitat ihr Maximum erreicht:
Sy (W) =s, ({51 2=, (P), mit 2sN<K.

Sn(WH) entspricht dabei der empirischen Mobilitat des Kreispfades Y- Da P eine
primitive Matrix ist, existiert eine ganze Zahl n so, dass sich fur alle i ein Pfad W4

finden lasst, welcher in n Schritten von i nach I fihrt. Zudem lasst sich auch fur

jedes j ein Pfad W, finden, welcher in n Schritten von Iy nach j fihrt. Es lasst sich

sodann ein Pfad W konstruieren, welcher von i nach j fihrt und dabei g mal den
Kreispfad W durchlauft:

P :{%,wﬂ,--.,wﬂ,wz} :
%/_/
g Durchlaufe
Die mittels des Funktionals F berechnete empirische Mobilitdt entlang dieses
Pfads nimmt den folgenden Wert an:

Spmean (W) = ———— NS, (¥,) +qINIS 4 (¥7) +n TS, (W,))

2[]1+q[N

= " mw+IN m e " s (w,).
2M+qN 2m+qN 2m+qN
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Strebt g gegen unendlich, gehen der erste und der letzte Term dieses Ausdrucks
gegen null wahrend der mittlere Term gegen amax(P) strebt. Wegen omax(P) > a
wird die empirische Mobilitét Sa.n.qn(W) entlang des Pfades W den Wert a tber-
steigen, sobald q gross genug gewahlt wird. Obschon g immer noch von i und |
abhéangig ist kann g~ als Minimum aller g's gew&hlt werden, welche gross genug
sind, um die empirische Mobilitdt entlang der entsprechenden Pfade W fir alle

Kombinationen i und j Uber jeden mdglichen Schwellenwert o O(Mg(P), o .. (P))

zu heben. Die ganze Zahl m wird dann definiert als m = 2:n + g~N.

g.e.d.

LEMMA 9-2: Die momentengenerierende Funktion Mt(B) von 3, der Summe

;r:1fxtf1x1 ’
der Bewertungen entlang eines Einkommenspfads, welche natirlich der mit dem

Betrachtungshorizont T multiplizierten empirischen Mobilitdt St entlang dieses
Pfades entspricht, lautet:

In Matrixschreibweise wird Mt(B) kompakter zu:
M. (B) =W AL O .
Dabei bezeichnet 1| wie gehabt den (Kx1)-Vektor aus lauter Einsen.
BEWEIS:
M, 0=, ox B3, || =35 S, @, L, b

t=1

" Mit x{" ist das Element (i,j) der n-ten Potenz der Matrix X gemeint und nicht die n-te Potenz des

Elements (i,j) der Matrix X, welches mit xj bezeichnet wirde. Ep bezeichnet den Erwartungswert

hinsichtlich der Einkommensdynamik P.
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t=1

T-1
=3 Yexplpd, )P, . @xp(B D f, j B, . 0., O,

o B.xy_ixy
T-1
= z z o z (z anxT—1XT J @Xp(ﬁ @ fXHXt J Ij)XT—2>(T—1 .. mx0x1 |]"'Xo
Xo X4 X1\ X1 t=1

-S| 5[ Sa oo, ).

Xo X4 XT-1\ X1

BoXT-pXT-4

T-2
@Xp(ﬁ lifxmxt J I])XT—:;XT—z .. m)Xox1 I]'lxo
t=1

T-2
= Z z ” (Z(z anXTﬂXT j @BYXT—sza j @Xp(ﬁ % fXHXt j |'_F‘DXT—3><T—2 0. m)><o><1 I]'lxo

Xo X XT-1\ X7

zz {Z{ _ '(Z(Z a, . ] Ry, ] 0. ] (@ x, } o,

X4 XT-1\U XT
— (T)
ZaB,XoXT
Xt

Substitution von Xo durch i und xt durch j fihrt dann zur gesuchten Lésung:

M- (B) = E{exp(ﬁ sz H = Zu Dﬁa&) -
g.e.d.

BEWEIS VON PROPOSITION 3-3:

Da die zugrundeliegende Ubergangsdynamik P nichtnegativ und irreduzibel mit
positiver Diagonale ist, gilt dies auch fir Ag O O O (vergleiche Definition 3-6).
Der Spektralradius einer nichtnegativen, irreduziblen Matrix mit positiver Spur,
eine positive reelle Zahl, ist ein einfacher Eigenwert dieser Matrix. Ag entspricht
dem Spekiralradius von Ag und somit ist der Definitionsbereich von Ag O3 O O
gleich O% (vgl. Berman und Plemmons (1994), Theorem 2.1.4, S. 27). Damit ist

(i) bewiesen.
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Ag entspricht far B =0 der Ubergangsmatrix P. Der reelle und betragsméssig

grésste Eigenwert von stochastischen Matrizen ist gleich 1. Dies bestatigt (ii).

Weil F = 0 ist gilt fur B < B*, dass 0 < Ag < Ag- ist. Da Ag primitiv und deshalb irre-
duzibel ist, impliziert dies, dass Ag = p(Ag) < p(Ag+) = Ag-.''® Folglich wachst Ag mit

zunehmendem f3 strikt. Dies bestatigt (iii).

Da Ag irreduzibel ist, ist Ag eine einfache Wurzel''” der charakteristischen Glei-
chung fir Ag. Das implizite Funktionstheorem (Dieudonné 1960) impliziert dann,

dass Ag fiir alle B 0 O analytisch ist.'"® Dies beweist (iv).

Wenn M(B) die momentengenerierende Funktion von bezeichnet,

;r:1fxt—1xt
dann impliziert Lemma 9-2, dass
K

K K K
M. (B) = Zui aéﬁf = )‘Is DZ:Ui [Er[.%,i ry E'h + O(Sg )] ;
i=1 =1 i=1 =1

wobei die zweite Gleichheit aus Proposition 3-2 folgt."'® Dies impliziert dann,
dass:

K K YT
lim[M; (B)]"" =2, da {Zui D i T, Eﬁ”O(aE)]} S fir T - o)

Da [Mr(B)]"T eine momentengenerierende Funktion ist und ihr Logarithmus,
(1/T)-log[Mt(B)], eine summengenerierende Funktion, sind diese Funktionen far
alle T konvex auf O (Billingsley 1986, 144-145)." Da Ag und log Ag punkiweise

e Vergleiche Berman und Plemmons 1994, Korollar 1.3.29, S.15.

" Ag entspricht dem Spektralradius von Ag und ist somit reellwertig positiv. Alle anderen Eigenwerte
von Ag sind betragsmaéssig kleiner oder gleich Ag (Ag irrdeuzibel) respektive strikt kleiner als Ag (Ag
primitiv).

"8 Eine analytische Funktion ist unendlich oft differenzierbar.

"9 Vergleiche Abschnitt 3.4.1, Proposition 3-2 (iii).

120 Der Logarithmus einer momentengenerierenden Funktion wird hier als summengenerierende

Funktion bezeichnet.
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Grenzwerte von konvexen Funktionen sind, sind auch Ag und log Ag selbst kon-
vex (Rockafellar 1970, 90). Da die beiden Funktionen analytisch sind, kénnen sie
nicht bloss auf einem Teilintervall von O linear sein. Ag und log Ag kdnnen jedoch
auch nicht auf dem gesamten Definitionsbereich O linear sein, da sie einerseits
mit steigendem (3 gegen Unendlich konvergieren und andererseits gegen unten

beschrankt sind. So gilt flr diese unteren Schranken der beiden Funktionen:

BIirp Ay =maxp; >0 und BIirp logA; =maxlogp; > -

Somit missen Ag und log Ag zwingend strikt konvex sein. Dies beweist (v).

Weil Ag eine einfache (d.h. reelle und eindeutige) Wurzel des charakteristischen
Polynoms von Ag ist, ist das Differential von Ag hinsichtlich 3 gegeben durch
(Magnus und Neudecker 1988, 161-162)

dr, _, dA,
Ny =— L= 0,
dp dp

wobei /g und rg zu Ag gehdrende linke und rechte Eigenvektoren sind, welche
gemass /(g"rg =1 normiert werden. Werden die in Proposition 3-2 aufgelisteten

Eigenschaften von Ag und Pg verwendet, folgt daraus:

_ G |3| pl _ B
)\ ZKB' : mﬁ] ZKBI J BvJ - ZKBJ m)ii [ﬂij (e EBJ
ij I]

B
& py e g

1]
i=1 ﬁf—.n.P = )\B IEB,i
ﬁ,i —

Pei
K K
=)\B [ZT[PBJ [Zp[_’),ij [ﬂij :}\[3 [Mﬁ(PB)-
i= =
Dies beweist (vi). Folglich hat das Mobilitdtsfunktional F den Erwartungswert

Ag’/Ag hinsichtlich der invarianten Verteilung unter der Dynamik Pg.

q.e.d.

In Proposition 3-4 sowie darauf aufbauend in Theorem 3-2 geht es darum, zu zeigen,

dass fur irgendein o O(M;(P),a,.. (P)) ein eindeutiges B(a) O O sowie die zugehdri-
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ge Perron-Frobenius-Transformierte Pggo von P existieren, sodass die Gleichge-
wichtsmobilitdt von Pg) gerade dem gewahlten Schwellenwert a fir Abweichungen
der empirischen Mobilitat vom Gleichgewichtsindex MZ(P)entspricht. Dies bedeutet,
dass die Legendre-Fenchel Transformierte von log Ag (= a-B(a) — log Ag()) und somit
B(a) eindeutig bestimmt sind. Damit kann dann gezeigt werden, dass die Wahr-
scheinlichkeit Pr{St > a} von Abweichungen der empirischen Mobilitdt St oberhalb
eines Schwellenwerts a fir grosse T approximativ mit exp{-T-h(Pg«)|P)} gegen 0
strebt. Mit anderen Worten ausgedrlckt misst die exponentielle Rate h(Pp«)|P) die

Geschwindigkeit, mit der St gegen den Gleichgewichtsindex MZ(P) konvergiert.
BEWEIS VON PROPOSITION 3-4:

Anstelle der Matrix Ag, welche die Perron-Frobenius-Transformierte Pg determi-
niert, wird nun die Matrix Ag-exp(-a-B) betrachtet. Dabei wird der Parameter a so
gewahlt, dass o O(MZ(P), o, (P)). Diese Matrix besitzt den maximalen Eigen-
wert g(B) = Ag-exp(-a-B). Die Anwendung von Proposition 3-3 auf diese Matrix

impliziert, dass g(B) eine differenzierbare und strikt konvexe Funktion von f3 ist

und die folgende Ableitung besitzt:

, dr, e ,
g([3)=—d[3 =e P [-al\; +Ap) .
Fiir =0 wird der Klammerausdruck —a-Ao + A" = —a +Mg(P) <0 (vergleiche

Proposition 3-3). Deshalb muss diese Ableitung fur alle o O(M:(P), a ., (P)) bei
B = 0 negativ sein.
Mit /g sei der auf eins normierte und zu Ag gehdrende linke Eigenvektor von Ag

bezeichnet. Da Ag primitiv ist besitzt /g nur strikt positive Elemente. Natdrlich gilt

auch hier die charakteristische Gleichung:
Iy TAg =g [

Anmultiplizieren des (Kx1)-Vektors aus lauter Einsen 1 von der rechten Seite

fahrt zur folgenden Darstellung far Ag:
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K K K
Ay O=N, =l [A 0= le,i [, = sz DZaM :
i,j= i= =
Die m-te Potenz von Ag Iasst sich leicht unter Zuhilfenahme der vorangehenden
beiden Formeln darstellen:
Ap =15 LA, LI
2 _ ' — 7! — 7! 2
N =AU A, =0, A, A, =1 [A; U

K K
(9-10) N} =y (A7 [ = sz Dgag;;g .
i= =

Diese Herleitung ist zugleich ein Beweis daflr, dass sich beim Potenzieren einer
Matrix ihre Eigenwerte entsprechend potenzieren und die zugehdrigen Eigenvek-
toren unveréandert bleiben. Das (i,j)-te Element von A kann unter Substitution
von i durch xo und j durch x, folgendermassen geschrieben werden (vergleiche

auch Beweis zu Lemma 9-2):

K K K
a[(;l)oxm = Z Z za&xm 0. @Bvxmﬁxm

X1=1x5=1 Xm—y=1
=33 .. B0, )0 b, , Exopr, )
=353, 0., e, +..+f )

:zzzpr Xm :j,Sm — n=t1 XO =j @Xp(B@fXMXnJ-

Xy X Xm-1

Dieser verschachtelte Summenausdruck stellt also nichts anderes als die Uber al-
le méglichen Pfade aufsummierten Wahrscheinlichkeiten dar, entlang eines spe-
zifischen Pfades von i nach j zu gelangen, jeweils gewichtet mit dem zum ent-

sprechenden Pfad gehdrigen exp(BCXf, . ). Nach Rlcksubstitution von i und j

sowie Zusammenfassen eines spezifischen Pfades i=Xi=Xo=...=Xn.1=>] durch

die Variable "Pfad" und der auf diesem spezifischen Pfad erzielten empirischen
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Mobilitat durch Sprag resultiert die folgende vereinfachte Darstellung fir das (i,j)-te

Element von Ag“:

(9-11) aBI] ZPF{ =S, = Sprg | X =i} [P Srra

Pfad

= > Pr{X, =j| X, =i} P

Pfad

Da Lemma 9-1 impliziert, dass P und F die Uniform Recurrence Condition (9-9)

erfullen, ergibt sich durch Einsetzen von Gleichung (9-11) in (9-10):

ZZBI QZPr{ =j| X, =i}|}l3m1[spfad

j Pfad

:le,i @zpl’{ m =11 X, =i} [ P Seraa

i Pfad |

>ZlBI @ZPr{ S > 0 | X, =i} P70 > nazlsl 0 Zeamspfd

i Pfad j Pfad
v (Spag>ar)
>N =1

= Aj=n0 ) ef™r= >0 .

Pfad
(Sprag>a)

Fir jeden Pfad aus der Menge aller Pfade deren empirische Mobilitdt den

Schwellenwert a (lbersteigt (Sprag > ), gilt somit:
)\B > an @BBPM:} >0 .

Fir den maximalen Eigenwert g(B) = Ag-exp(-a-B) der Matrix Ag-exp(-a-p) folgt
deshalb:

(9-12) g([3) =g 9B D\B > r]1/m @B[@spfad_q) .

Obschon g°(0) < 0 ist zeigt dies auf, dass g“(B) nicht Gber den gesamten Definiti-
onsbereich von 3 negativ sein kann. Zudem muss g’(B) positiv werden, falls 3
gross genug gewahlt wird. Dies deshalb, weil die rechte Seite von Ungleichung
(9-12) fir B - o, wegen Spig > 0, gegen Unendlich strebt. Wegen dem Un-
gleichheitszeichen in (9-12) gilt dies auch fur g(B). Die strikte Konvexitat von g(f3)

sichert sodann, dass g(B) Uber ein eindeutiges Infimum im Intervall (0,+) auf-
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weist. Da g(P) Uber ein solches Infimum verflgt, trifft dies auch auf den ebenfalls

strikt konvexen Logarithmus von g(B) zu:
logg(B) =log A, —a (B .

Somit existiert ein eindeutiges Infimum und die Legendre-Fenchel Transformierte
a-B(a) —log Ag) und somit B(a) sind eindeutig bestimmt, womit Proposition 3-4

bewiesen wére.

g.e.d.

Um Theorem 3-2 zu beweisen wird zunachst der folgende Hilfssatz aufgestellt und
bewiesen.

LEMMA 9-3: Es sei P eine primitive Ubergangsmatrix. Fiir jedes B O O und jede Uber-
gangsmatrix Q, welche absolut stetig hinsichtlich P ist,'?' ist die folgende De-
komposition méglich:

K K
h(Q|P) :h(Q|P3)+BDZ:T[o,i @q”’ O; —log A, .
= =

Hierbei ist F ein Mobilitatsfunktional auf ZxZ, Pg ist die Perron-Frobenius-
Transformierte von P und Ag ist der grosste Eigenwert von Ag (vergleiche Definiti-

on 3-6). Zudem sei fiir a O(M2(P),a,.. (P)) die folgende Menge von Ubergangs-

0, :{o

K K
ZT[QJ @qij Eﬁij = C(} .
i= j=

matrizen definiert:

Q, ist die Menge aller Ubergangsmatrizen Q, deren Gleichgewichtsindex M2(Q)

dem gewahlten Schwellenwert a entspricht. Dann existiert ein positiver, endlicher
und eindeutiger Wert 3 = 3(a) so, dass Pg) U Qq und (r)nD!)n h(Q[P) =h(Py) | P).

'21 Zur Erinnerung: Q ist absolut stetig hinsichtlich P wenn p; = 0 impliziert, dass auch g = 0.
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BEwEIs: Da Q absolut stetig hinsichtlich P ist sowie P und Pg aquivalent sind, gilt:'#

dQ| _ dQ dP,|
dP\zT dP, dP\ZT

Wird dieser Ausdruck logarithmiert und danach der Erwartungswert hinsichtlich Q
gebildet, dann folgt unter Anwendung der Definition der relativen Entropie (Defini-
tion 3-5):

dQ dQ dP,
10629 da = [1og 22| da+[log=t| d
Jlog 4p. IOgouaB Jlog @
T . .
N H(Q|P)—H(Q|P)+j|oﬂ da
T T B gdP ) .

Es qilt nun noch, das letzte Integral aufzulésen. Fir jeden gegebenen Pfad (o,

X1, X7) Qilt:

dP, ) . o
Iog_( ",XT)=|Og T[PBYO mB o™ Ij)ﬁ T-1XT
dpP To, O, U0y

[p exp(p, ), ]

.
= Iog—T[P”’X" +>log

Xo t=1

(A, 8

X-1X¢ [ Ry S

=log—2" Moo B Dfot " ilog r, = ZT:Iog Mo = ilog A
T, t=1 t=1 t=1

Xo

IogTT[[:X" +BDZf x ~Tog A, +logr, —logr,

»Xo

Wird nun der Erwartungswert hinsichtlich Q gezogen, resultiert:

122 Die Markovprozesse Q, P und P; haben Anfangsverteilungen die ihren korrespondierenden invari-

anten Verteilungen entsprechen. Auf Ubergangsmatrizen (ibertragen sind die Dynamiken P und P
dann und nur dann &quivalent, wenn p; =0 impliziert, dass pg;j=0 und pg; =0 impliziert, dass

pi = 0.
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dP, T
J-logd_PB dQ ZT[OX [[bg +BI§ z T[OX11 quxt 1Xt X1 Xt

Xo =1 Xo t=1 x4 =1 x¢=1

_Tl:[bg)\B + ZT[Q,XT Dbg rXT _ZT[Q!XO [[bg rXO )

x7=1 Xo =1

Da die invariante Verteilung Tq und die Ubergangsmatrix Q zeitlich invariant sind,
existiert T-mal dieselbe Doppelsumme im zweiten Term. Wegen der zeitlichen
Invarianz von 1o sind auch die letzten beiden Terme aquivalent. Somit verein-
facht sich der obige Ausdruck unter Substitution von i fir xo und x;.1 sowie j flr x;

ZU.

dP K T, | K
log—F£| dQ=> 1, Oog— D q, O, - T dogA
dP — ] e i B

ZT 1= i ]:

Eine Anwendung des ergodischen Theorems (Rosenblatt 1974, Kapitel V,d)
zeigt, dass:

dQ
T-o dP/,

h(Q|P) = m% .(Q|P) sowie h(Q|P)=

Q, -as..

Dieses Resultat ist auch als das Shannon-MacMillan-Breiman Theorem bekannt.
Daraus erqibt sich:

_ 1
h(Q|P) = m?m(o |P) = m?[ﬁm(o IP;) +j|ogd—B

dP
do]
P,

lim 1 H y i y y 0. — T dog A
=|lm— ) ) i
T T T( [3) = B - — J %q” ij g B

h(Q|P;) +[3DZT[Q EEqIl —log A, .

Fir a O(M:(P),a,,., (P)) implizieren die Propositionen 3-3 und 3-4, dass ein end-

liches und eindeutiges B = B(a) > 0 existiert, so dass
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Deshalb ist Pgo) 0 Qq. Der Term h(Q|Pp) ist als einziger Ausdruck auf der rechten

Seite von

K K
h(QIP) =h(Q|P,)+BL> 1, DD q, I, ~log A,
i=1 i=1

=a daQOQ,

nicht konstant. Zudem gilt fir alle Pg und Q, dass h(Q|Pg) = 0. Die relative Entro-
pie h(Q|Pg) wird genau dann und nur dann gleich 0 und somit minimal, wenn
Q = Pgist. Dies beweist gélgﬂ h(Q|P) =h(Py, |P).

q.e.d.

BEwWEIS VON THEOREM 3-2: Dieser Beweis erfolgt in zwei Schritten. Zuerst wird eine
obere, dann eine untere Schranke hergeleitet und danach gezeigt, dass beide
zum selben Grenzwert konvergieren.

Obere Schranke: Die Anwendung von Chebycheff’s Ungleichheit'®® auf die Funktion
g(x) = e"P* mit B > 0 filhrt zu:

E, [eT[BEST]

T T
Pf{% Dy x, 2 0(} =Pr{S; za} s =P =" EE{eXD(B D e, ﬂ -
t=1 e t=1

Dabei ist Ep der Erwartungswert hinsichtlich P,. Lemma 9-2 impliziert dann, dass

dieser Erwartungswert die folgende Gleichung erfuillt:

K

T K
EP{GXD(B@fXH)Q ji| = Z Z agx)oXT |_—I'u'xo ’
=1

Xo=1 x7=1

123 Chebycheff's Ungleichheit (Bucklew 1990, S. 196-197): Pr(x = a) < % mit g: O — 0. Dabei ist
g(a
g eine nichtnegative, nichtfallende Funktion flirr die x = a impliziert, dass flr eine gegebene Kon-

T-px

stante a auch g(x) = g(a) > 0 gelten muss. Hier ist g(x) mit e und x mit St gleichzusetzen. Zu-

dem gilt die Ungleichheit fir jedes feste T.
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Anwendung des Logarithmus auf Chebycheff's Ungleichheit sowie Division durch

T fihren zu:

%[Ibg Pr{S; 2 a} < -a [[B+% Dbg(ZZagTQOXT mxoj

1 Ag
ot o TY A, |
B

Xo X7

1 a(T)
=—Q [[B + |Og)\B +? [[bg(z B.xoxT mxo j

Xo Xt )\-lf—;
= %Elbg Pr{S; 20} < -a B+logA, +o(%j 124

Die letzten zwei Schritte folgen aus Proposition 3-2 durch die Beobachtung, dass

(AB/)\G)T gegen /p'rg” >> 0 konvergiert, eine konstante, positive Matrix mit endli-

chen Elementen. Fir den Grenzwert hinsichtlich T bedeutet dies:
1 1
lim —OogPri—> f, , 2of<-oaB+logh, .
T_oo T T - -1/

Da diese Ungleichheit fir jedes B > 0 gilt, muss sie auch fur das Infimum Uber al-
le B > 0 gelten:

1 1 < . _

lim —Oog Pr{—>"f, , >a<inf (logh, -a )= -sup (o B-logA,)

T-o T T & " B0 B0

= =h(Pge) |P) .

124 Das Landau-Symbol o(*) hat die folgende Bedeutung: Die komplizierte Funktion

1 A
a(T) = T DOQLZ Z % Ly, ]
Xo X1 5
kann durch die einfache Funktion 1/T angendhert werden. Dabei gilt der Zusammenhang
g(T) = o(1/T), mit der Bedeutung:
Oc>0, Ong>0, On=ng: o(T) <c1/T.
Dabei ist ¢ konstant. In Worten ausgedrickt bedeutet dies, dass die Funktion g(T) echt schneller

mit T fallt als 1/T (vergleiche z.B. http://www.wikipedia.org/wiki/Big_O_notation).
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Gemass Proposition 3-4 wird das Infimum UGber O innerhalb des Intervalls (0,+)
erreicht. Deshalb Iasst sich das Infimum respektive das Supremum Uber 3 0 O
ziehen und nicht bloss Utber B > 0. Die letzte Gleichheit ist eine Folge der De-

komposition aus Lemma 9-3.
Untere Schranke: Hier werden alle Markovketten Qn, mit > 1, X,q;d;, =a in Be-
tracht gezogen.

Far € > 0 seien die folgenden zwei Ereignisse betrachtet:

<

Dabei entspricht die Menge A der Menge aller Pfade, deren empirische Mobilitat

< eTfﬂh(OlP)+8)} - {e—Tfﬂh(OIPHS) Q
2T dP

den Schwellenwert a erreicht oder Uberschreitet. Dies bedeutet dass alle be-
trachteten Ubergangsdynamiken Q Elemente dieser Menge sind. Die Menge B

entspricht der Menge aller Pfade, deren Radon-Nikodym Ableitung von Qg hin-
sichtlich Py, auf 21 (vgl. Definition 3-5) kleiner oder gleich exp[T-(h(Q|P)+¢)] ist.

Da das Shannon-MacMillan-Breiman Theorem besagt, dass die Radon-Nikodym
Ableitung gegen exp[T-h(Q|P)] konvergiert (vergleiche Beweis zu Lemma 9-3),
sind die betrachteten Ubergangsdynamiken Q allesamt auch Elemente der Men-
ge B. Gesucht ist dann die Realisierungswahrscheinlichkeit des Ereignisses A

unter der Dynamik P:'%°

Pro{A}2Pr{AnB}=I, , @P

> lenB [ Tth(QP)+e) E_;Lg ;. [P = g T™(@P)+) qlAnB ﬁdg ;. P
= g T(QP)+e) qlAnB HQ
Pro{AnB}

'2% Dabei entspricht Ia.g der Indikatorfunktion, die den Wert 1 annimmt, sobald ein Integrand Element

der Menge AnB ist. Ansonsten nimmt sie den Wert 0 an.
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Dabei entspringt die erste Zeile allgemeinen Uberlegungen, bei der zweiten Zeile
wird der zweiten Darstellung des Ereignisses B Rechnung getragen und in der
dritten Zeile wird der sich aufdrangende Variablentausch vollzogen. Zusammen-
gefasst lasst sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit Prp{A} folgendermassen dar-

stellen:
(9-13) Pr,{A} 2 e 7™ pr (A B} .

Aus den vorgangig gemachten Bemerkungen zu den beiden Mengen und den
betrachteten Ubergangsdynamiken Q geht hervor, dass sowohl Pro{A} (Folge der
Ergodizitat) wie auch Prq{B} (Shannon-MacMillan-Breiman Theorem (Rosenblatt
1974, Kapitel V,d)) fir T - o gegen 1 konvergieren. Somit konvergiert auch
Pro{AnB} in Wahrscheinlichkeit gegen 1. Logarithmieren und anschliessendes
Umformen von Ungleichung (9-13) fUhrt somit zu

)
(9-14) LogPrl L)t , 2a 2—h(Q|P)—£+O(lj |
T T 2 e T

Ungleichung (9-14) gilt far alle Markovketten Qg . Somit Iasst sich ohne weiteres
Q durch Pgg) unter der Bedingung « =2 T i Paey ] ersetzen. Wird nun

noch der Grenzwert hinsichtlich T gezogen, fihrt dies zur folgenden Darstellung
fir die untere Schranke in Theorem 3-2:

1 i .
fim log Pr{? Eg‘fxmxt = a} 2 =inf (N(Py) [P) +€) = —h(Py, [P)

g.e.d.

HERLEITUNG DER INTERPRETATION DER PERIODENMOBILITAT:

T Pr((S,, a1

MEPla) = oPP 28 T
F( | ) e—T[ﬂ(PB(a)“D) T Pr({ST > a})

_ im Pr({S;,, 2a} n {S; 2 a})
T Pr({S; = a})

falls
{Sr.2a}0{Sr2a}

= ImPr(S., 2a|S; 2a}).
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Zu zeigen bleibt: {S;,, 20} 0{S; =2a} fur alle T die grésser als eine gewisse
Zeitschranke sind.

Far alle Pfade, deren empirische Mobilitdt zum Zeitpunkt T+1 den gewahlten

Schwellenwert a Ubersteigt (S;,, 2 a), gilt:

T+1 1 1 1 1
ST 2 [dx __D}XTXTH =a +?m _?HXTXTH =a +?ma _fXTXT+1)

strebt gegen 0
fir T - o0

Fir alle Pfade mit St,1 = a folgt somit flir genligend grosse T, dass auch Sr=>a

sein muss. Damit gilt asymptotisch fir T - co:
{S;,,2a}0{S;=20a} .

q.e.d.

9.2.2.1 Allgemeine Form von Theorem 3-2

In Kapitel 3 wurde bloss die fir grosse Abweichungen oberhalb des jeweiligen
Gleichgewichtsindexes adaptierte Form von Theorem 3-2 aufgefiihrt. Die in Abschnitt
9.2.2 erarbeiteten Beweise gelten jedoch allgemein flr grosse Abweichungen der
empirischen Mobilitdt vom gleichgewichtigen Mobilitdtsniveau, also auch fir solche
unterhalb. Deshalb werden hier das Theorem in seiner allgemeinen Form sowie die
Implikationen fir die Interpretation der entsprechenden Periodenmobilitdten kurz
erlautert.
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THEOREM 3-2, ALLGEMEINE FORM: FUr jedes a A =(0,a,,,, (P)) existiert ein eindeuti-

ges B(a) O O sowie eine Perron-Frobenius-Transformierte Pg) von P so, dass

(i) lim - (og Pr{S; DA} = —inf (a) = h(Pyy |P) .

Too T alA

K K
(ii) M,?(PB(Q))= Z‘np“‘“”i [Z,ps(a),u 0 =a .
i= =

FUr Abweichungen oberhalb des gleichgewichtigen Mobilitatsniveaus ist die Menge A
wie gehabt durch das Intervall o O(MZ(P),a . (P)) gegeben. Fir Abweichungen
unterhalb des Gleichgewichtspfades wird die Menge A durch das Intervall
a 0(0,M(P)) beschrieben.'®® Fir Schwellenwerte a0 (0,M2(P)) ist Theorem 3-2

dann wie folgt zu lesen:
lim —1 og P {S < O(} =-h(P P
T'ﬂmT grneor ( B(a) | ) .

Der Periodenmobilitdtsindex wird far alle Schwellenwerte o [0(0,a,,,, (P)) identisch

wie in Definition 3-7 definiert und entsprechend zu Gleichung (3-3) interpretiert:

ME(P |a) = "0

= lim Pr({S;,, <a|S; <a}) .

Too

Die Interpretation des Periodenindexes fur a (0,Mg(P)) ist analog zur Auslegung far
Abweichungen oberhalb des Gleichgewichtsniveaus. Er widerspiegelt asymptotisch
die Wahrscheinlichkeit, dass sich die empirische Mobilitdt zum Zeitpunkt T + 1 immer
noch auf einem Pfad grosser Abweichungen oberhalb des Schwellenwerts a befin-
det, gegeben dies war schon im Zeitpunkt T der Fall. Die Herleitung verlauft entspre-
chend. Auch hier gilt, je héher die Konvergenzrate, desto schneller konvergiert die

'?® Theoretisch ware das Intervall oberhalb der Gleichgewichtsmobilitat durch a O (Mg(P),®) und
dasjenige unterhalb durch o O(-,M¢(P)) gegeben. Da jedoch Abweichungen oberhalb 0max(P)

und unterhalb 0 nicht mdglich sind, sind solche Werte fir die hier angestellten Betrachtungen irre-

levant.
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empirische Mobilitat gegen den zugehdrigen Gleichgewichtsindex, umso niedriger ist
der entsprechende Periodenmobilitatsindex. Im Gegensatz zu empirischen Mobilita-

ten oberhalb oO(M;:(P),a,., (P)) bedeutet eine empirische Mobilitdt unterhalb

a J(0,MZ(P)) hingegen, dass sich das Individuum, dessen Einkommenspfad be-

trachtet wird, in der Vergangenheit unterdurchschnittlich zwischen den Klassen be-
wegt hat. Konvergenz bedeutet hier somit, dass das Individuum zukinftig 6fter die
Einkommensklassen wechseln muss. Konvergenz geht hier also mit erhéhter Bewe-
gung einher, wahrend das Verbleiben auf einem Pfad grosser Abweichungen mit
fortdauernd unterdurchschnittlicher Bewegung zwischen den Klassen Ubereinstimmt.
Dynamiken mit héherem Bewegungspotential konvergieren bei grossen Abweichun-

gen der empirischen Mobilitdt unterhalb o O(0,MZ(P)) somit schneller gegen ihren

Gleichgewichtsindex, ihr Periodenindex ist somit niedriger als derjenige von Dynami-
ken mit geringerem Potential fir Bewegungen zwischen den Einkommensklassen.

HERLEITUNG DER INTERPRETATION DER PERIODENMOBILITAT (fir a O(0,Mg(P))):

T Pr((S,, s

MEPla) = o MPrP) — -
F( | ) e—T[ﬂ(P[s(a)“D) T Pr({ST < a})

_ Pr({S;, <a}n{S; <a})
= m
falls Too Pr({S; <a})

{Stsy=a}0{St=a}

= lim Pr({S;,, <a|S; <a}).

Tooo

Zu zeigen bleibt: {S;,, <a} 0{S; <a} fur alle T die grésser als eine gewisse
Zeitschranke sind.

Fir alle Pfade deren empirische Mobilitat zum Zeitpunkt T+1 den gewéahlten Wert

grosser Abweichungen a unterschreiten (S+,, < a), gilt:

S = fo =L +if =, +TS,)<a
T _T+1 =1 XiiXs T+1 Xr X1 - Xi1X4 T+1 X7 X149 T)=

= fXTXn1 +TOB; <a [T +1)
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T+1_ 1 1 1 1
ST = T (o ? |]XTXT+1 =a +? (o _? [ﬂXTXTH =a +? ma - fXTXT+1 )

strebt gegen 0

fir T - 0

Fir alle Pfade mit St,1 < a folgt somit flir genligend grosse T, dass auch Str<a

sein muss. Damit gilt asymptotisch fir T — oo:

(St <0

O0{S; <a} .

g.e.d.

9.2.3 Ubersicht iiber die Bedeutungen der Periodenmobilitat

Aus den Abschnitten 3.5.1 und 9.2.2.1 wird klar ersichtlich, dass die Interpretation

der Periodenmobilitat teilweise vom betrachteten Intervall abhangig ist, aus dem der
Schwellenwert a zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeit von Abweichungen der
empirischen Mobilitdt vom Gleichgewichtsindex gewahlt wird. Fir die beiden mdgli-

chen Abweichungsintervalle o O(0,Mg(P)) und aO(MZ(P),a..,(P)) sind gewisse

Bedeutungen identisch, andere gerade gegensatzlich. Tabelle 9-1 fasst diese Bedeu-

tungen far die Periodenmobilitat in den beiden Intervallen zusammen.

Periodenmobilititsindex ME(P|a)=e "

o 0(0,Mz(P))

o O(Mz(P),a,,, (P))

h(Pﬂ(a)lp) hoch

h(Pgq)|P) niedrig

h(Pp(u)l P) hoch

h(Pg)|P) niedrig

schnelle Konvergenz
der empirischen Mobili-
tat gegen den Gleich-

gewichtsindex

langsame Konvergenz
der empirischen Mobili-
tat gegen den Gleich-

gewichtsindex

schnelle Konvergenz
der empirischen Mobili-
tat gegen den Gleich-
gewichtsindex

langsame Konvergenz
der empirischen Mobili-
tat gegen den Gleich-

gewichtsindex

niedriger Periodenindex

hoher Periodenindex

niedriger Periodenindex

hoher Periodenindex

viel Bewegung

wenig Bewegung

wenig Bewegung

viel Bewegung

Tabelle 9-1: Ubersic

ht Periodenmobilitat
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9.2.4 Konvergenz gegen die Gleichgewichtsverteilung'®’

Hier soll der Zusammenhang zwischen den Eigenwerten einer stochastischen Matrix
P und der Konvergenzgeschwindigkeit dieser Matrix gegen ihr Gleichgewicht veran-
schaulicht werden. Dabei sei P eine primitive (KxK)-Ubergangsmatrix deren Eigen-

werte der Grdsse ihres Betrags nach geordnet sind:

AM=1> A== |\ 20.

Jedem Eigenwert A; sind ein linker ¢ sowie ein rechter Eigenvektor r; zugeordnet.'?®

Falls alle linken (und somit auch alle rechten) Eigenvektoren linear unabhangig sind,
dann ist P eine diagonalisierbare Matrix. Solche Matrizen werden auch als simple
Matrizen bezeichnet. Die Eigenvektoren lassen sich dann normieren, sodass gilt:

/I = 1 i=j i,jD{1,~--,K} 129
o iz ijoft K}

Mit L =[¢, lo,, lk], R=][r,r2 ", rk] und der Diagonalmatrix der Eigenwerte
A = diag(\1, A2, Ak) lasst sich die Ubergangsdynamik P wie folgt diagonalisieren:
P=RA-L".
Diese Zerlegung lasst sich als Summe umschreiben gemass:
P=Arily" + Aororlo” + = + At lk

Da beim Potenzieren einer quadratischen Matrix die Eigenvektoren unveréndert
bleiben und die Eigenwerte entsprechend potenziert werden, ergibt sich fur die T-te

Potenz der Ubergangsdynamik P die folgende Darstellung in Matrixschreibweise:

27 Die nachfolgenden Betrachtungen entstammen Lancaster und Tismenetsky (1985).

128 Die Eigenvektoren der Matrix P werden rechte, diejenigen der transponierten Matrix P” linke Eigen-
vektoren genannt. Im Gegensatz zu den Eigenvektoren entsprechen sich die Eigenwerte einer

Matrix P und ihrer Transponierten.

'29 Bei stochastischen Matrizen besteht der zu A¢ gehérende, mit ¢ gemass /4 -r; = 1 normierte rechte
Eigenvektor r; aus lauter Einsen. Der so normierte linke Eigenvektor ¢, entspricht der Gleichge-

wichtsverteilung Ttdieser Ubergangsmatrix.
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PT=R-A"-L".
Diese Darstellung ist optimal dazu geeignet, die Konvergenz von P" zum Gleichge-

wichtszustand flr T gegen o aufzuzeigen. Die Darstellung als Summe erleichtert das

Verstandnis flr den Konvergenzprozess:

PT = )\1T-r1 U1+ )\QT'rg'ﬁg’ + "+ )\KT-rK-KK' .
In der Summendarstellung wird klar ersichtlich, dass sich der Einfluss der Eigenvek-
toren auf die resultierende Verteilung mit der T-ten Potenz der zugehdérigen Eigen-

werte entwickelt. Da Ay = 1 betragsmassig strikt grésser ist als alle anderen Eigen-

werte, ist klar, dass P' fir T = « wie folgt konvergiert:
lim PT=N=r0.

Dabei enthalt die Ubergangsmatrix M in ihren Zeilen die Gleichgewichtsverteilung Tt
von P. Die Geschwindigkeit, mit der P fiir T - c gegen I konvergiert, hangt von
den Eigenwerten mit Betrag kleiner 1 ab, das bedeutet von A,,* Ak. Mit steigendem
T wird der Einfluss der zu A1 gehérenden Eigenvektoren auf die resultierende Vertei-
lung immer dominanter, bis schliesslich der Einfluss der restlichen Eigenvektoren
ganzlich verschwindet.

9.2.5 Maximal und minimal erreichbare Mobilitat

Zunachst soll hier anhand zweier Beispielmatrizen aus Abschnitt 3.5.2 aufgezeigt
werden, wie sich die jeweils maximal mdgliche, wenn auch unwahrscheinliche empi-
rische Mobilitit amax bestimmen I&sst. Danach werden einige allgemeine Uberlegun-

gen fiir positive Ubergangsmatrizen P angestellt. Als Bewertungsfunktional dient das

Bartholomew-Funktional f;; = |i — j|. Hierzu seien die folgenden Matrizen gegeben:
012 0.6 0.3 0.1 06 04 O
F=|1 0 1]; P,=/0.3 05 0.2} P,=/0.3 0.4 0.3
2 10 0.1 0.2 0.7 0.1 0.2 0.7

Das Funktional F bewertet die Bewegungen von Zustand 1 nach 3 sowie von 3 nach

1 jeweils mit einem Gewicht von 2. Alle Bewegungen Uber eine Klassengrenze hin-
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weg werden mit einem Gewicht von 1 bewertet, das Verharren in einem Zustand
generiert das Gewicht 0. Damit ist klar, dass die minimal erreichbare empirische
"Mobilitat" sowohl fir P» als auch fir P3 den Wert 0 hat. Falls entlang eines Einkom-
menspfades nie ein Einkommensklassenwechsel stattfand, erreicht die empirische
"Mobilitat" entlang dieses Pfades den minimal méglichen Wert 0.'%°

Die maximal erreichbare empirische Mobilitat lasst sich nicht ganz so einfach
bestimmen. Im Falle von P, sind die Wahrscheinlichkeiten (p13 und ps1) fir Bewe-
gungen mit Gewicht 2 zwar klein, jedoch grdsser als 0. Somit ist klar, dass in diesem
Fall ein Kreispfad der Lange N = 2, welcher von Zustand 1 nach 3 und danach wie-
der nach 1 fuhrt, die empirische Mobilitdt maximal werden lasst. Dies bedeutet im
Falle der Matrix P, sowie aller anderen (3x3)-Matrizen mit positiven Wahrscheinlich-
keiten p13 und psy, dass die maximal mdgliche empirische Mobilitdt, wenngleich
héchst unwahrscheinlich, den folgenden Wert annimmt:

1
amax(P2):aE1ax =Emf13 +f31) =2.

Da P, eine positive Ubergangsmatrix ist, ist dieser Wert identisch mit der fiir alle
(3x3)-Transitionsmatrizen, bei gewahltem Bartholomew-Funktional, maximal mdégli-

chen Mobilitat o

nax - IM Fall der Matrix Pjs ist die Wahrscheinlichkeit p13 eines direkten
Wechsels von Zustand 1 nach 3 gleich 0. Diese Bewegung ist also bei der Dynamik
P3 nicht méglich. Die maximal mégliche empirische Mobilitéat wird in diesem Fall zum
Beispiel durch den Kreispfad der Lange 3 erreicht, welcher von Zustand 1 nach 2,
dann nach 3 und wieder zurlick nach 1 flhrt. Dies ergibt flr die Dynamik P35 die fol-

gende maximal mégliche empirische Mobilitat:

O
max *°

1
O(max(Ps)=§Eﬂf12 +fy, +15)=—<a

w| s

130 Dies gilt fur alle Mobilitatsfunktionale gemass Definition 3-1 sowie alle irreduziblen Ubergangsdy-

namiken mit positiver Spur.
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9.2.5.1 Konvergenz gegen die maximale empirische Mobilitat

Da der Gleichgewichtsindex MZ(P;) von Pg flir B - o« gegen amax(P) konvergiert, ist

es interessant, Pg flr 3 =« zu betrachten. Fir das hier betrachtete Bartholomew-
Funktional lasst sich die gesuchte Matrix P, fir geradzahlige K und positive Uber-
gangsmatrizen P leicht durch ein blosses Gedankenexperiment herleiten.”' Da das
Funktional F flr geradzahlige K auf jeder Zeile ein eindeutiges Maximum besitzt und
weil bei der Berechnung von Pg flr steigende 3 diese Maxima immer starker betont
werden, konvergiert Pg fiir B — o gegen eine Matrix P2, bei welcher sich die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten fir die ersten K/2 Zeilen in der K'ten Spalte und fur die

zweiten K/2 Zeilen in der ersten Spalte befinden.

0 0 0 1] K
. : EZeiIen
0 O 0

pPe =

® 1 0 0 O K
: : EZeiIen
10 0 0]

FlOr ungeradzahlige K ist die Situation geringfligig erschwert, da die Gewichte des
Funktionals in der (K+1)/2'ten Zeile (mittlere Zeile) fir das erste und das K'te Ele-
ment dasselbe Zeilenmaximum annehmen. Fir B - o konvergiert diese mittlere

Zeile der Perron-Frobenius-Transformierten Pg deshalb gegen die mittlere Zeile der

Dynamik P!, bei welcher das Gewicht vollstandig auf die Elemente 1 und K verteilt

ist. Die Situation fir die (K+1)/2'te Zeile dieser asymptotisch erreichten Matrix P.

3! Die nachfolgend in diesem Unterabschnitt erarbeiteten allgemeineren Grundlagen lassen sich ohne

weiteres nicht nur auf das Bartholomew-Funktional anwenden, sondern analog auch auf andere
Funktionale, welche gréssere Bewegungen mit héherer Gewichtung bewerten. So zum Beispiel
auch auf das in dieser Arbeit erwadhnte Funktional der quadrierten Distanz. Fir das Funktional des

unbedingten Klassenwechsels gelten sie jedoch nicht.
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lasst sich, unter Zuhilfenahme von Definition 3-6, wie folgt beschreiben:

K — 10 f N : pK+121 mﬁn [e™ N pK+y2K mB,K e
;pB,Kerzj - — pﬁyK+%1 pB,K“%K - )\B m

|31K+y2 )\[3 EB’K«L%
mit iy, =fe =F -

Dies lasst sich vereinfachen zu

gh?

A,

pK%1 [, [€g +pK%K [y [ =1 mit ¢, = .
B,K+%

Der zu Ag gehdrende rechte Eigenvektor rg von Ag konvergiert flir 3 — o gegen einen
Vektor, dessen 1'tes und K'tes Element identisch sind, wahrend die restlichen Ele-
mente den Wert 0 annehmen.'® Fiir das erste Element der mittleren Zeile der Per-

ron-Frobenius-Matrix P., bedeutet dies folglich

pK+121 [rw [CB pK+%1

Prcryy 1 Mot Lg *Picayy e Mok [Bs Py 4 + Py

p B,K +y2 1

Damit lasst sich die Form von P. flir ungeradzahlige Dimensionen K folgendermas-

sen darstellen:

0 0 0 1
0 o 1 Prcs
Pl=| x 0 0 1-x mit x = +é1 .
0 . 0 0 pK+y21 pK+y2K
10 0 0

Sowohl fir geradzahlige wie auch fur ungeradzahlige Dimensionen K resultiert somit
fur B - o asymptotisch aus jeder beliebigen Anfangsverteilung sofort eine Dynamik,
bei der die Individuen immer vom ersten in den K'ten Zustand und wieder zuriick
wechseln. Daraus resultiert der flr positive Matrizen und das Bartholomew-

'% Die Matrix Ag ist in Abschnitt 3.4.1 in Definition 3-6 beschrieben.
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Funktional typische Kreispfad {1, K, 1}, welcher die maximal mégliche Mobilitat cha-
rakterisiert, die flr jede positive stochastische (KxK)-Matrix P, wenn auch mit ver-
schwindender Wahrscheinlichkeit, erreichbar ist. Wie im Beispiel mit der positiven
Testmatrix P, dargestellt, resultiert fiir beliebige positive Ubergangsmatrizen P die
maximal moégliche Mobilitat

max (

a

max

1 :
P)= g = i + ) =K=1=M(P.) ,

welche mit der gleichgewichtigen Mobilitat der korrespondierenden asymptotischen

Perron-Frobenius-Matrix P, Ubereinstimmt.

Da bei positiven Transitionsmatrizen die Individuen zum Erreichen der maximal még-
lichen Mobilitdt immer zwischen den Zustanden 1 und K hin und her wechseln mus-
sen, lasst sich der Endpunkt der Kurve der Periodenmobilitat (fir y=1 respektive

a=a__, vergleiche Abbildung 3-1 und Abbildung 9-6) fiir solche Matrizen ebenfalls

leicht bestimmen. Sowohl fir geradzahlige als auch fir ungeradzahlige Dimensionen
K konvergiert die Gleichgewichtsverteilung von Pg flr B — « gegen die stationare
Verteilung der entsprechenden Matrix P.. Diese Verteilung ist gegeben durch den
(Kx1)-Vektor 1, =[0.5 0--0 0.5]". Damit lasst sich die Periodenmobilitat fir die

maximal mdgliche Abweichung amax(P) leicht ermitteln:

K K pwi' 1 1 1 1
h(P, |P) = i p..; log—2= = — [ og— +— [ og—
;T[P”’ D; ! p, 2 P 2 P

= -% flog(py ) +10g(p,)) = -% dog(p )

—~ ME(P|a,,)=e™PP = (e|09(p1K@K1 )/ b o

Flr y von 0 bis 1 respektive fiir a von ME(P) bis o, nimmt also die Periodenmobili-

X

tat der positiven stochastischen Matrix P nichtlinear von 1 gegen /p by, ab.
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9.2.5.2 Konvergenz gegen die minimale empirische Mobilitat

Da der Gleichgewichtsindex MZ(P,) von Pg fir B - -« gegen 0 konvergiert, ist es

von Interesse, Pg fur B =-c0 zu untersuchen. Ag konvergiert fiir B - - gegen die
Diagonalmatrix mit den Elementen der Hauptdiagonalen der zugrundeliegenden
positiven Ubergangsdynamik P. Der grésste Eigenwert A\g von Ag konvergiert gegen

M-, das grésste Element der Hauptdiagonalen von P:

im A, =A__ = max p. .
Ba—w [3 —00 iD('I,“',K} pll

Pp konvergiert fiir B — -0 gegen eine Ubergangsmatrix, auf deren Hauptdiagonalen
die Elemente der Hauptdiagonalen der Dynamik P, dividiert durch das maximale
Diagonalelement von P, stehen. Gemass Theorem 3-2 entwickelt sich die Realisati-

onswahrscheinlichkeit fir Abweichungen der empirischen Mobilitdt unterhalb des

Schwellenwerts a O(0,MZ(P)) geméss
Iiml[Ibg PH{S; < a} = —a B(a)+logA ., = ~h(Py | P)
TowT T = B(a) B(a) :

FUr a = 0 respektive 3 = -0 ergibt sich daraus flr die relative Entropie der Perron-

Frobenius-Transformierten P.,, hinsichtlich P der folgende Zusammenhang
h(P_, |P)=-logA_,,.

Damit konvergiert die Periodenmobilitat fir B — - gegen A.,, das grésste Hauptdia-

gonalelement der zugrundeliegenden Ubergangsdynamik P:

M2(P | o =0) = e =P =)\

—0 "

Dieser Zusammenhang gilt auch bei Ubergangsdynamiken, bei denen das maximale
Hauptdiagonalelement mehrfach vorkommt. Im Gegensatz zur Konvergenz gegen
die maximal mégliche empirische Mobilitdt amax gelten die hier fir die Konvergenz
gegen die minimal mégliche empirische Mobilitdt 0 angestellten Uberlegungen fiir
alle denkbaren Mobilitatsfunktionale gemass Definition 3-1.

Die Entwicklung der Periodenmobilitdt gegen die beiden Extremwerte 0 und Omax
kann in Abbildung 9-10 anhand der Ubergangsmatrizen P, und P, aus Abschnitt
3.5.2 nachvollzogen werden.
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9.2.6 Resultate aller erwahnten Mobilitatsfunktionale

In einer Ubersicht sollen hier auch die Resultate der beiden anderen Gleichgewichts-
indices dargestellt werden. Hierbei werden die Ergebnisse aus den Berechnungen
mit dem Index der unbedingten Wahrscheinlichkeit des Verlassens der gegenwarti-
gen Klasse sowie dem Index der quadrierten Distanz den Resultaten des Bartholo-
mew-Index gegentbergestellt. Zuséatzlich zu den finf Testmatrizen aus Abschnitt
3.5.2 werden hier noch die Matrizen P4 und Ps betrachtet.

0.6 0.399 0.001 0.55 0.4 0.05
P,={0.301 04 0.299 P.,=| 04 04 02
0.099 0.202 0.7 0.05 0.2 0.75

Dabei entspricht P4 einer Abwandlung der einzigen, hier untersuchten, nicht positiven
Testmatrix P3. Sie wurde aufgrund einer Anregung desselben Referees zu Aebi,
Neusser und Steiner (2002 b) eingeflihrt, welcher auch die Betrachtung des Index
der quadrierten Distanz vorgeschlagen hatte. Da die Berechnungen der Perioden-
mobilitdt auf einem Prozentsatz y der maximal moéglichen Abweichung der empiri-
schen Mobilitdt vom Gleichgewichtsindex beruhen, welche im Falle des Bartholo-
mew-Funktionals flr die Matrizen P4, P, P4, Ps und Py gleich ist, bei P3 hingegen
wegen des kleineren omax geringer ausfallt, entsprechen sie einer relativen Optik. Da
diese relative Optik bei positiven Matrizen mit gleichem Gleichgewichtsindex auch
gerade einem absoluten Vergleich entspricht, wurde hier die Matrix P4 eingefihrt.
Ihre Matrixelemente sind entweder gleich oder weichen nur minim von denjenigen
der Matrix P3 ab. Mit P4 kann abgeschéatzt werden, wie sich die Periodenmobilitat
einer Pz-dhnlichen Dynamik bei einem absoluten Vergleich mit den restlichen Matri-
zen verhalt.

Die Matrix Ps wird hier betrachtet, weil sich anhand dieser Dynamik und der Matrix P4
demonstrieren lasst, wie sehr sich die Verlaufe der Periodenmobilitaten von Matrizen
mit derselben Periodenmobilitdt bei maximaler Abweichung vom Gleichgewichtsin-

dex M2(P |0 ,.) =P Pk, @hneln. Es handelt sich bei diesen beiden Dynamiken

um Matrizen, deren Periodenmobilitat flir y=0 und y =1 identisch ist. Wie aus den
Berechnungen ersichtlich wird, gilt die Gleichheit bei y = 1 jedoch nur bei den beiden

Indices, welche gréssere Springe mit grésseren Gewichten bewerten. Der Index des
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Verlassens der gegenwartigen Klasse fallt hier in dieser Beziehung aus dem Rah-
men. Zunachst wird jedoch in Tabelle 9-2 eine Zusammenfassung der Ergebnisse
aller hier untersuchten Indexmasse und aller Testmatrizen gegeben.

Ubergangsmatrizen
P P, Ps Py Ps P Probii | Pigemt
E Gleichgewichtsindex 0.46667 0.46667 0.46667 0.46667 0.46667 0.46667 0.88889 0.002667
§ Periodenindex y= 0.5 0.45540 0.54949 0.75481 0.37988 0.45744 0.47204 0.78414 0.06295
E Umax(P) 2 2 4/3 2 2 2 2 2
g N Gleichgewichtsindex 0.53333 0.6 0.53333 0.53333 0.53333 0.53333 1.33333 0.004
% _% Periodenindex y= 0.5 0.37799 0.50618 0.70390 0.21850 0.37805 0.37847 0.77037 0.06297
s° Omax(P) 4 4 2 4 4 4 4 4
£ Gleichgewichtsindex 0.43333 0.4 0.43333 0.43333 0.43333 0.43333 0.66667 0.002
% % Periodenindex y= 0.5 0.86261 0.84045 0.86237 0.86238 0.87236 0.93193 0.93199 0.08880
= Omax(P) 1 1 1 1 1 1 1 1
:3 Prais’ Index 0.65 0.6 0.65 0.65 0.65 0.65 1 0.003
% Eigenwertindex 0.65 0.6 0.65 0.65 0.65 0.65 1 0.003
E,) zweitgrosster Eigenwert 0.3854 0.4268 0.4 0.3994 0.3459 0.15 1 0.003
g Konvergenzgeschwindigkeit 0.4868 0.5565 0.5108 0.5098 0.4244 0.1625 + 00 0.003005
?‘2 Determinantenindex 0.9475 0.87 0.94 0.9403 0.97 0.8725 1 0.005991
Gleichgewichtsverteilung (1 + [ 4 1@ 4 016 4 D6 4 O]6 3 O]6 3 e s

Tabelle 9-2: Zusammenfassung aller Resultate

Die folgenden Abbildungen halten die Entwicklung der Periodenindices fir alle Test-
matrizen, mit Ausnahme von Py, Uber den gesamten Definitionsbereich des Parame-
ters y fest. Die zu jeder Abbildung festgehaltenen Rangierungen der Ubergangsmat-
rizen gelten jeweils fur alle y I (0, 1). FUr das Bartholomew-Funktional werden die
Rangierungen zusétzlich auch fur eine absolute Optik dargestellt und diskutiert. In
Abschnitt 9.2.6.4 wird dann, wiederum anhand des Bartholomew-Funktionals, das
Verhalten der einen Schnittpunkt aufweisenden Periodenmobilitatskurven von P, und
Py ausfihrlich diskutiert. Diese Diskussion wird Uber den gesamten Definitionsbe-
reich des Schwellenwerts a fiir Abweichungen der empirischen von der gleichge-

wichtigen Mobilitat gefiihrt.
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9.2.6.1 Bartholomew-Funktional

Um den Unterschied zwischen der relativen und einer absoluten Optik bei der Be-
trachtung der Periodenmobilitdt zu verdeutlichen, werden hier unterschiedliche For-
mulierungen der Wahl des Schwellenwerts a gegeben. In der ersten Formulierung
wird nochmals auf den relativen Periodenmobilitdtsvergleich eingegangen, so wie er
in Abbildung 9-6 fiir alle Beispieldynamiken mit Ausnahme von P dargestellt wird:

« M3(P|a(y)) =g " mit - a(y) =Mg(P) +ya ., (P) -Mg (P)) .
wobei O0<y<1.

Wird die Periodenmobilitdt gegen den Prozentsatz y der maximalen Abweichung der
empirischen Mobilitdt vom entsprechenden Gleichgewichtsindex aufgetragen, so
kann das Verhalten von unterschiedlichen Matrizen problemlos verglichen werden.
Dies deshalb, weil die Periodenmobilitat einer Dynamik sowohl von ihrer Gleichge-

wichtsmobilitdt M3(P) als auch von der maximal mdglichen grossen Abweichung

Omax(P) abhangt, was eine relative Optik bei Vergleichen nahelegt. So lassen sich
Dynamiken immer bei einem bestimmten Prozentsatz der maximal méglichen Abwei-

chung a . (P)-M;(P) vergleichen. Allerdings bedeuten z.B. 50 % der maximal még-

max (
lichen Abweichung fir die Matrizen P3 und P4 in absoluten Gréssen nicht dasselbe.
FOr P3 bedeutet eine 50 % Abweichung eine Distanz von 0.4333 vom Gleichge-
wichtsindex, bei P4 betragt diese Abweichung 0.7667. Diesem Faktum gilt es bei
relativen Vergleichen immer Rechnung zu tragen. Die relative Betrachtungsweise
ermoglicht jedoch als einzige, dass sich alle Dynamiken problemlos rangieren las-
sen. Im Fall der sieben betrachteten Testmatrizen ergibt sich auf dem gesamten
Definitionsbereich von y die folgende Rangierung, die auch in Abbildung 9-6 ersicht-

lich ist:

P

dent <p P, < P, < Py < P, < P, < P

mobil -
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Abbildung 9-6: Periodenmobilitat basierend auf dem Bartholomew-Funktional

Bei den vier positiven Matrizen mit identischem Gleichgewichtsindex P4, P2, P4 und
Ps entspricht die relative Optik auch gleich der absoluten. Die ansonsten ziemlich
ahnlichen Dynamiken P3; und P4 unterscheiden sich bei einem relativen Vergleich
deutlich hinsichtlich ihrer Periodenmobilitdt. Bei gleichen prozentualen Abweichun-
gen vom identischen Gleichgewichtsindex erweist sich die nicht positive Matrix P3 als
deutlich mobiler als die positive Dynamik P4. Dies obschon beide Matrizen in etwa
dasselbe Ausmass an Bewegung beinhalten muissten. Bei der relativen Optik wiirde
sich somit ein Vergleich der Dynamiken P4, P, und Ps mit P4 anstelle von P3 aufdran-
gen, um eine Abschatzung der absoluten Rangfolge dieser Dynamiken zu erhalten.
Diese These wird durch die nachfolgenden Betrachtungen zu absoluten Abweichun-
gen erhartet werden.

Auch der Vergleich zwischen den Ubergangsmatrizen P; und Ps, welche neben
demselben Gleichgewichtsindex auch dieselbe Periodenmobilitat fir y= 1 teilen, ist
interessant. Dabei stellt sich heraus, dass die Entwicklung der Periodenmobilitat fur
beide Dynamiken &hnlich verlauft. Trotzdem lassen sich die beiden Matrizen hinsicht-
lich ihrer Periodenmobilitat eindeutig unterscheiden. So ist Ps auf dem gesamten
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Definitionsbereich von y gleich mobil oder mobiler als P¢. Gleichheit herrscht bei y = 0
und y = 1. Trotz dem &hnlichen Verlauf lassen sich die beiden Ubergangsdynamiken

also eindeutig rangieren.

In absoluten Zahlen ausgedrtickt ist eine z.B. 50 %'ige grosse Abweichung von Pigent
am grdssten, gefolgt von den in dieser Hinsicht identischen Matrizen P4, P, P4 und
Ps, danach folgen die Dynamik Pmowii und mit der geringsten absoluten Abweichung
Ps. Dies wird bei den folgenden Betrachtungen mit absolutem Charakter noch deut-

lich gemacht.

Bei der ersten Betrachtung mit absolutem Charakter wird die Periodenmobilitat direkt

dem Schwellenwert a gegentbergestellt:
o« M(P|a)=g "l wobei M¢(P)<a<a,,(P).

Hierbei ergeben sich fir Matrizen mit unterschiedlichem Gleichgewichtsindex natr-
lich unterschiedliche Anfangspunkte der Kurve des Verlaufs der Periodenmobilitat,

da diese jeweils bei a =Mg(P) beginnt. Zudem enden diese Verldufe bei Matrizen

mit unterschiedlichen anax(P) auch verschieden. Fir positive Matrizen mit demselben
Gleichgewichtsindex andert sich jedoch im Vergleich zur relativen Betrachtungsweise
nichts. Solche Dynamiken lassen sich immer Uber den gesamten Bereich mdglicher
Schwellenwerte a oberhalb des Gleichgewichtsindexes rangieren, die Rangfolge
hangt nicht von der Optik der Betrachtungsweise ab. In Abbildung 9-7 (a) sind die
Verlaufe der Periodenmobilitat fir die Matrizen Ps, P4, Pmobii Und Pigent Wiedergege-
ben. Die restlichen Matrizen wurden hier weggelassen, da sich ihre Position, vergli-
chen mit P4, durch den geanderten Blickwinkel nicht verschiebt.

Bei gleichen Schwellenwerten a zeigt sich, dass sich die Verlaufe der Periodenmobi-
litdten bei den beiden &hnlichen Dynamiken P3; und P4 Uber einen grossen Bereich
ziemlich entsprechen. Erst bei Abweichungen in der N&dhe von amax(P3) = 4/3 erweist
sich die Dynamik P4 als deutlich mobiler. Bei Abweichungen oberhalb a = 4/3 lassen

sich die beiden Matrizen nicht mehr vergleichen.
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expCh(Py IP)

Abbildung 9-7 (a): Periodenmobilitdten bei absolutem Massstab

Bei der hier gewahlten Optik lassen sich die vier Dynamiken bloss im Bereich
8/9 =Mg(P,ui) <O <a,,(P;)=4/3 vergleichen. Diese Situation ist natlrlich we-
sentlich weniger komfortabel als bei relativen Vergleichen. Auch macht ein solcher
Vergleich wenig Sinn, da identisches a nicht gleichbedeutend mit absolut respektive

relativ gleich grosser Distanz des Schwellenwerts vom entsprechenden Gileichge-
wichtsindex sein muss.

Bei der absoluten Optik ist das Szenario vorzuziehen, wo anstelle des Schwellen-

werts a die absolute Distanz € vom entsprechenden Gleichgewichtsindex betrachtet

wird.

« M2(P|a(e)) = e "FrecP mit a(e) =MS(P)+¢ ,

wobei 0<e< a,_(P)-MS(P) .
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Wird die Periodenmobilitat gegen diese absolute Distanz € aufgetragen, dann begin-
nen die Verlaufe aller Dynamiken wieder im selben Punkt, namlich bei € =0. In
Abbildung 9-7 (b) ist die Periodenmobilitat fir die Dynamiken Ps, P4, Pmopit Und Pigent
so dargestellt. Die restlichen Testmatrizen wurden aus denselben Griinden wie bei

den Betrachtungen mit dem Schwellenwert o weggelassen.
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Abbildung 9-7 (b): Periodenmobilitdten bei absolutem Massstab

Im Vergleich mit Abbildung 9-7 (a) wurden hier einfach alle Kurven an den linken
Rand der Grafik verschoben. Vergleiche zwischen den vier Dynamiken lassen sich

hier im Intervall 0<e<a,,, (P;)—-Mg(P,;) =13/15 anstellen. Das Vergleichsintervall

lasst sich also bei dieser Betrachtungsweise auf den gesamten Definitionsbereich
des Periodenindexes der Ubergangsdynamik Ps vergréssern. Bei Ubergangsmatri-
zen mit unterschiedlichem Gleichgewichtsindex ist der Vergleich bei gleichen absolu-
ten Abweichungen € vom jeweiligen Gleichgewichtsindex sicher sinnvoller als der

Vergleich bei identischen Werten von a.

Die relative Optik hat also den Vorteil einer uneingeschrankten Vergleichbarkeit aller
Dynamiken. Sollen jedoch absolute Bewegungen verglichen werden, wie hier im
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Beispiel mit der nicht positiven Matrix P; und ihrem positiven Pendant P4, dann sollte
neben der relativen Optik auch ein absoluter Vergleich in Betracht gezogen werden.
Bei Matrizen mit dem selben Gleichgewichtsindex und dem gleichen amax(P) erlbrigt
sich die Diskussion sowieso, absolute und relative Optik entsprechen sich hier. Ist
dies nicht gegeben, wie bei den Vergleichen der Dardanoni-Matrizen in Abschnitt
3.5.2, dann liesse sich eine Art absoluter Vergleich erreichen, wenn die aus dem
Rahmen fallende Matrix (hier die Matrix P3) durch eine, hinsichtlich der Wahrschein-
lichkeit von entsprechenden Bewegungen zwischen den Klassen, &hnliche Dynamik

(hier P4) ersetzt wird, wobei diese neue Matrix Uber dieselben Eckdaten (Mg (P) und

Omax(P)) wie die restlichen Matrizen verfliigen muss.

9.2.6.2 Funktional der quadrierten Distanz

Der Index der quadrierten Distanz ist, wie Bartholomew's Index, ein Mobilitdtsmass,
dessen Mobilitatsfunktional einen Klassenwechsel umso starker gewichtet, je weiter
die Klassen auseinander liegen. Es erstaunt somit kaum, dass die Schlussfolgerun-
gen aus den Berechnungen fir die Periodenmobilitdt denjenigen des Bartholomew-
Funktionals stark &hneln. So kdnnen bezlglich einer relativen respektive einer abso-
luten Optik identische Schlussfolgerungen gezogen werden. Deshalb wird hier auch
nur noch die relative Betrachtungsweise dargestellt. Im Gegensatz zum Bartholo-
mew-Funktional unterscheidet sich beim Funktional der quadrierten Distanz der
Gleichgewichtsindex der Dynamik P, von denjenigen der Matrizen P4, P3, P4 und Ps.
Somit ist die relative Optik nur mehr bei einem Vergleich der Dynamiken P4, P4 und
Ps mit der absoluten identisch. Dennoch resultiert Gber den gesamten Definitionsbe-
reich des Prozentsatzes maximal méglicher Abweichungen vom Gleichgewichtsindex
y dieselbe Rangfolge aller Testmatrizen wie beim Bartholomew-Funktional. Dies ist

auch in Abbildung 9-8 festgehalten.

P

dent <p P, < P, = P, < P, < P, < P

mobil "
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exp(h(Py )P

Abbildung 9-8: Periodenmobilitét basierend auf dem Funktional der quadrierten Distanz

Eine Gegentberstellung von Abbildung 9-8 und Abbildung 9-6 zeigt, dass die Ver-
laufskurven aller Dynamiken beim Funktional der quadrierten Distanz im Vergleich
zum Bartholomew-Funktional leicht nach links verschoben werden. Dies deshalb,
weil das Funktional der quadrierten Distanz den direkten Wechsel von Klasse 1 nach
3 und umgekehrt im Vergleich zu allen Wechseln um nur eine Klasse mit noch mehr
Gewicht bewertet, als das Bartholomew-Funktional. Deshalb riicken auch die Verlau-
fe der Periodenmobilitaten der Dynamiken P1 und Ps, welche ja beide fir y=1 den-
selben Wert aufweisen, noch ndher zusammen. Ob es allerdings sinnvoll ist, zwei so
ahnlich verlaufende Periodenmobilitdten unterschiedlich zu rangieren, ist zumindest
fraglich. Um diese quasi-Gleichheit auszudriicken wurden diese beiden Dynamiken

mit dem Symbol =</ rangiert.
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9.2.6.3 Funktional des Verlassens der gegenwartigen Klasse

Im Falle des Klassenwechsel-Funktionals stimmen, gleich wie beim Funktional der
quadrierten Distanz, die Gleichgewichtsindices der Dynamiken P4, P3, P4 und Ps
Uberein, wahrend derjenige von P, tiefer ausfallt. Die nicht positive Matrix P3 besitzt
hier jedoch dasselbe ama(P) wie alle anderen Ubergangsdynamiken. Aus diesem
Grund entspricht hier die relative der absoluten Optik bei allen Matrizen mit identi-
schem Gleichgewichtsindex. Das Klassenwechsel-Funktional fahrt, da im Unter-
schied zu den vorangegangenen Funktionalen jede Bewegung mit dem gleichen
Gewicht versehen wird, zu einer anderen Rangierung der Testdynamiken. Dies wird
in Abbildung 9-9 auch grafisch dargestellt.

P

dent <p P2 <p Ps < Py <, Py < Py < P

mobil -

exp(-h(Py )P

Abbildung 9-9: Periodenmobilitat basierend auf dem Klassenwechsel-Funktional

Auch hier bleibt die Rangfolge Uber den gesamten Definitionsbereich des Parame-
ters y erhalten. Es erstaunt in diesem Szenario wenig, dass die Verlaufe der Perio-
denmobilitat der nicht positiven Dynamik Pz und ihrem positiven Pendant P4 beinahe
deckungsgleich sind. Interessant ist auch die Feststellung, dass die Matrix Py eben-
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falls einen nahezu identischen Verlauf aufweist. Ein Vergleich dieser drei Dynamiken
zeigt, dass alle Uber eine identische Diagonale verfligen. Auch hier lasst sich bezwei-
feln, ob diese drei Matrizen hinsichtlich ihrer Periodenmobilitat unterschiedlich ran-

giert werden sollen.

Im Gegensatz zu Funktionalen, welche grésseren Bewegungen mehr Gewicht zu-
ordnen, lasst sich beim Klassenwechsel-Funktional die jeweilige Perron-Frobenius-
Transformierte P, nicht mehr, wie in Abschnitt 9.2.5 dargestellt, auf einfache Weise
herleiten. Somit ist auch die Bestimmung der Periodenmobilitat bei y= 1 nicht mehr
auf triviale Weise moglich. Die Dynamiken P und Ps enden hier nicht mehr im selben
Punkt. Der Verlauf ihrer Periodenmobilitédten ist somit hier unterschiedlicher als bei
den beiden vorhergehenden Funktionalen. Interessant ist die Beobachtung, dass
sich Ps von P4, P3 und P4 starker unterscheidet, obschon Ps dasselbe Gewicht auf
der Hauptdiagonale hat wie die anderen drei Dynamiken. Die Diagonale unterschei-

det sich jedoch in ihren Elementen von den Diagonalen von P4, P; und Pa.

9.2.6.4 Schnittpunkt von Periodenmobilititskurven, gesamter Wertebereich von o

Mit der Bedeutung der Periodenmobilitat fir Abweichungen der empirischen Mobilitat
unterhalb eines Schwellenwerts a 0(0,MZ(P)) ist der letzte Baustein erarbeitet wor-
den, dessen es fir eine vollstdndige Diskussion des Mobilitdtsphanomens unter dem
hier gewahlten Ansatz bedarf (vergleiche Abschnitt 9.2.2.1). Die Diskussion wird
wiederum anhand des Bartholomew-Mobilitatsfunktionals f; = |i —j| gefihrt. Als Bei-
spieldynamiken wurden die Dardanoni-Matrix P, sowie die Ubergangsmatrix Py ge-
wahlt (vergleiche Abschnitt 3.5.2):

06 0.3 0.1 04 055 0.05
P,=|03 05 02| P =055 04 005
0.1 02 0.7 0.05 0.05 0.9

Beide Dynamiken teilen denselben Gleichgewichtsindex, dieselbe Gleichgewichts-
verteilung sowie dieselbe maximale Mobilitdt amax. Der Vergleich ihrer Periodenmobi-

litditen kann somit Uber den gesamten Definitionsbereich des Schwellenwerts
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(a O (0, omax(P)) ) angestellt werden. In Abbildung 9-10 sind die Periodenmobilitaten

als Funktion des Schwellenwerts a dargestellt.

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

exp(n(Py , IP))

0.4

0.3

0.2

0.1

Gleichgewichtsindex 0.9089 a

Abbildung 9-10: Periodenmobilitdtskurven tGber den gesamten Wertebereich von a

Die Diskussion wird in zwei Teile aufgeteilt, wobei die Unterteilungsgrenze durch den
Gleichgewichtsindex gegeben ist.

A) Grosse Abweichungen unterhalb eines Schwellenwerts a O (0,Mg(P))

Werden grosse Abweichungen der empirischen Mobilitat unterhalb eines Schwellen-
werts o [0(0,M;(P)) betrachtet, dann ist die Wahrscheinlichkeit, in der nachsten Peri-
ode immer noch eine empirische Mobilitdt unterhalb a aufzuweisen, fir die Dynamik
P« deutlich héher als fir P,. Dies gilt fur alle o O(0,MZ(P)). Dies bedeutet, dass die
Ubergangsmatrix P, hier schneller gegen den Gleichgewichtsindex konvergiert. Bei
einer genaueren Betrachtung der beiden Dynamiken kann dies nicht weiter erstau-
nen. In diesem Bereich des Schwellenwerts ist die Wahrscheinlichkeit fir fortgesetzte
Abweichungen der empirischen Mobilitat unterhalb a umso hdher, je weniger Bewe-

gungspotential eine Einkommensdynamik aufweist. Der Grund fir die héhere Perio-
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denmobilitdt der Dynamik Px muss somit mit der hohen Persistenz in der obersten
Einkommensklasse zusammenhangen. Die starke Immobilitdt der obersten Einkom-
mensklasse unter Dynamik Py sorgt dafiir, dass die Wahrscheinlichkeit fortgesetzter
grosser Abweichungen hoch bleibt.

B) Grosse Abweichungen oberhalb des Schwellenwerts o O (Mg (P),0 ... (P))

Aus Abbildung 9-10 ist ersichtlich, dass sich die beiden Periodenmobilitdtskurven bei
a = 0.9089 schneiden. Der untersuchte Bereich von a muss somit in zwei Abschnitte

unterteilt werden.

* Flr a < 0.9089 ist die Wahrscheinlichkeit flr fortgesetzte grosse Abweichungen in
der nachsten Periode fiir die Ubergangsdynamik Py grésser als fiir P,. In diesem
Bereich dominieren die insgesamt héheren Wahrscheinlichkeiten flir einen Sprung
in eine benachbarte Klasse in P, die Szene, insbesondere die Elemente (1,2) und
(2,1), welche jeweils eine Wahrscheinlichkeit von 55 % beinhalten. In diesem Be-
reich von a tragt ja eine Verdnderung in eine Nachbarklasse mit dem Gewicht 1

des Bartholomew-Funktionals zu einer Erh6hung der empirischen Mobilitat bei.

* FiOr a > 0.9089 andert sich das Bild zugunsten einer héheren Wahrscheinlichkeit
fiir fortgesetzte grosse Abweichungen von P,. Fiir alle a > 1 tragt das blosse Uber-
springen einer einzigen Klassengrenze nicht mehr zur Erhéhung der empirischen
Mobilitat bei. Um die empirische Mobilitat in diesen Fallen zu erhdhen sind Bewe-
gungen Uber zwei Klassen notwendig, also Springe von Klasse 1 nach 3 oder
umgekehrt. Flr solche Bewegungen sind die Wahrscheinlichkeiten in Dynamik P2
hoéher als in Py.

Zusammengefasst kann gesagt werden, dass, je grésser a gewahlt wird, desto star-
ker die Wahrscheinlichkeiten fur Klassenwechsel Uber mehrere Klassen ins Gewicht
fallen. Da Klassenwechsel Uber zwei Klassen bei P, insgesamt wahrscheinlicher
sind, P, insgesamt jedoch mehr Gewicht auf der Hauptdiagonalen hat als Px und
somit auch eine gesamthaft geringere Wahrscheinlichkeit fir Wechsel in eine be-
nachbarte Klasse aufweist, kommt es zum beobachteten Schnittpunkt der beiden

Periodenmobilitatskurven bei a = 0.9089.
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9.3 ERGANZUNGEN ZUM EMPIRISCHEN TEIL

9.3.1 Die Variablen des PSID-Datensatzes

NOTE: Codebook generated on 18FEB1998 at 13:24:13.

The PSID: 1968-1993 Individual Data

V30000 RELEASE NUMBER
Type: Num Width: 1 Decimals: O Location: 1
Release Number

53013 1 Release number 1

Reference: 1

V30001 1968 INTERVIEW NUMBER
Type: Num Width: 4 Decimals: O Location: 2- 5

1968 Interview Number (1968 ID Number)

Reference: 2

This variable is the 1968 family ID number. The ¢ ombination of this variable and Person
Number (V30002) provides unique identification for each individual on the data file. Individu-
als associated with families from the Latino sample , added to the PSID in 1990 and 1992, were
assigned 1968 IDs so that they, too, have unique id entifiers compatible with the PSID struc-

ture for the core (SRC and Census) sample.

20809 1-2930 Member of, or moved into, a fami ly from the 1968 SRC cross-section sample
22182 5001-6872 Member of, or moved into, a fami ly from the 1968 Census sample
10022 7001-9308 Member of, or moved into, a fami ly from the Latino sample added in 1990
and 1992
V30002 PERSON NUMBER Reference: 3

Type: Num Width: 3 Decimals: O Location: 6- 8

1968 Person Number

25960 1-19 Individuals living in core sample families at the time of the 1968 inter-
view; individuals living in Latino sample families at the time of the 1990
interview
19 20  Husband of a core sample 1968 Head living in an institution at the time of

the 1968 interview; spouse of a Latino sample 1990
tution at the time of the 1990 interview

Head living in an insti-

436 21-26  Children or stepchildren of a 1968 core sample Head who were under 25 and

living in institutions at the time of the 1968 inte
tino sample 1990 Head under 25 and living in instit
the 1990 interview

rview; children of a La-
utions at the time of

10584 30-169 Individuals born into the core sam ple since the 1968 interview and who have
at least one sample parent; these persons are sampl e members
15945 170-226  Individuals who moved into a core family for the first time after the 1968

interview or who have no sample parent; individuals

other than the spouse of a 1990 Head, who moved out

the 1990 interview. These individuals are nonsample

from the Latino sample,
in the year preceding

41 227  Spouse of a core sample 1968 Head who moved out in the yéar prior to the

1968 interview; spouse of a Latino sample 1990 Head
year preceding the 1990 interview. These individual

who moved out in the
s are nonsample.

28 228 Spouse of a core sample 1968 Head who died in the year prior to the 1968

interview; spouse of a Latino sample 1990 Head in t
1990 interview. These individuals are nonsample.

he year prior to the
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V30313 1980 INTERVIEW NUMBER Reference: 314
Type: Num Width: 4 Decimals: 0 Location: 71 8-721

1980 Interview Number (1980 ID Number)

The values for this variable represent the 1980 | D number of the interview in which this
individual was included in 1980. Individuals moving in or born subsequent to the 1980 inter-
view received the 1980 ID number of the family to w hich they moved.

32677 1-6533 1980 family interview number

20336 0 Main family nonresponse by 1980 or
mover-out nonresponse by 1979; fro m
Latino sample (V30001=7001-9308)

Valid N: 53013 Minimum: 0.00 Maximum: 6533.00
Mean: 2063.83 Std Dev: 2183.78

V30314 SEQUENCE NUMBER 80 Reference: 315
Type: Num Width: 2 Decimals: O Location: 72 2-723

1980 Sequence Number

This variable provides a means of identifying an individual's status with regard to the FU
at the time of the 1980 interview.
18920 1-20 Individuals in the family at the tim e of the 1980 interview
305 51-59 Individuals in institutions at the t ime of the 1980 interview
453 71-80 Individuals who moved out of the FU or out of institutions between the 1979
and 1980 interviews but who were not included in an other responding FU for
1980. All such individuals were nonresponse.
69 81-89 Individuals who were living in 1979 but who died by the time of the 1980
interview
33266 0 Born or moved in after the 1980 inte rview; from Latino sample (V30001=7001-
9308); main family nonresponse by 1980 or mover-out nonresponse by 1979
(V30313=0000)
V30315 RELATIONSHIP TO HEAD 80 Reference: 316
Type: Num Width: 2 Decimals: O Location: 72 4-725

1980 Relationship to Head

6642 1  Head in 1980; 1979 Head who was mover-ou t nonresponse by the time of the 1980
interview

3915 2 Wife in 1980; 1979 Wife who was mover-ou t nonresponse by the time of the 1980
interview

8012 3  Son or daughter; includes stepchildren a nd adopted children

120 4 Brother or sister of Head

83 5  Mother or father of Head

491 6  Grandchild or great-grandchild
270 7 Other relative; includes in-laws
200 8 Nonrelative

14 9  Husband of Head (i.e., wife was Head of FU)
33266 0  From Latino sample (V30001=7001-9308); b orn or moved in after the 1980 interview
(V30313>0000 and V30314=00); main family nonrespons e by 1980 or mover-out nonre-

sponse by 1979 (V30313=0000)
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V30316 AGE OF INDIVIDUAL 80 Reference: 317
Type: Num Width: 2 Decimals: O Location: 72 6-727

Age at the Time of the 1980 Interview

The values for this variable represent the actual age of the individual in years.

863 1 Newborn up to second birthday
18880 2-97  Actual age
2 98 98 years old or older
2 99 NA; DK
33266 0  From Latino sample (V30001=7001-9308) ; born or moved in after the 1980 inter-

view (V30313>0000 and V30314=00); main family nonre sponse by 1980 or mover-out
nonresponse by 1979 (V30313=0000)

Missing Data: 99

Valid N: 53011 Minimum: 0.00 Maximum: 98.00
Mean: 10.29 Std Dev: 18.02

V30318 WTR MOVED IN/OUT OF FAMILY UNIT 80 Re ference: 319
Type: Num Width: 1 Decimals: O Location: 72 9

1980 Moved In/Moved Out Indicator

1659 1  Moved in or born between the 1979 and 19 80 interviews; splitoff in 1980
92 2 Appeared; did not move in between the 19 79 and 1980 interviews, but not included
in FU for 1979 (i.e., listing error)
436 5 Moved out of FU or out of an institution between the 1979 and 1980 interviews and
was not included in a 1980 panel FU.
103 6  Moved out of FU and into an institution between the 1979 and 1980 interviews
69 7  Living in 1979 but died by the time of t he 1980 interview
17 8 Disappeared; moved out prior to the 1979 interview, but included in FU for 1979
(usually a listing error)
50637 0 Inap.: in main family in both 1979 and 1 980; from Latino sample (V30001=7001-
9308); in an institution in both 1979 and 1980 (V30 284=51-59 and V30314=51-59);
interview (V30313>0000 and V30314=00); main family nonresponse by 1980 or mover-

out nonresponse by 1979 (V30313=0000)

Missing Data: 0

V30327 TYPE 1979 TAXABLE INCOME 80 Reference: 328
Type: Num Width: 1 Decimals: O Location: 74 5
TYPE OF TAXABLE INCOME RECEIVED DURING 1979:

K40. During 1979 did (he/she) have a full-time or part-time job (not
counting work around the house)?

K46. What was that from?
7728 1  Laborincome only

482 2 Assetincome only
2139 3  Both labor and asset income

42664 0 Inap.: no taxable income; from Latino sa mple (V30001=7001-9308); born or moved in
after the 1980 interview (V30313>0000 and V30314=00 ); main family nonresponse by
1980 or mover-out nonresponse by 1979 (V30313=0000) ; in an institution in both

1979 and 1980 (V30314=51-59 and V30318=0)

Missing Data: 0
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V30328 1979 TOTAL TAXABLE INCOME 80 Reference: 329
Type: Num Width: 5 Decimals: O Location: 74 6-750
TOTAL 1979 TAXABLE MONEY INCOME OF THIS INDIVIDUA L:
K42. About how much money did (he/she) earn from work last year?

K47. How much was that last year?

The values for this variable indicate the amount of total taxable income received in whole
dollars. All missing data were assigned. For Heads or Wives, the values here are labor income
of each plus one-half of their combined asset incom e.

0 -9999 Loss of $9,999 or more
0 -9998—1  Actual amount of loss

10348 1-99998 Actual amount of taxable income
13 99999 Taxable income of $99,999 or more

42652 0 Inap.: from Latino sample (V30001 =7001-9308); born or moved in after the
1980 interview (V30313>0000 and V30314=00); main fa mily nonresponse by 1980
or mover-out nonresponse by 1979 (V30313=0000); in an institution in both
1979 and 1980 (V30314=51-59 and V30318=0); no taxab le income (V30327=0)

Missing Data: 0

Valid N: 10361 Minimum: 2.00 Maximum: 99999.00
Mean: 10392.52 Std Dev: 10659.97

V30330 HOURS WORKED IN 1979 80 Reference: 331
Type: Num Width: 4 Decimals: O Location: 75 2-755

WORK HOURS IN 1979:

K43. About how many weeks did (he/she) work last year?

K44. During the weeks that (he/she) worked about how many hours did

(he/she) usually work per week?

The values for this variable indicate the actual hours worked in 1979. All missing data were
assigned.

9899 1-9600 Actual hours

43114 0 Inap.: from Latino sample (V30001=7 001-9308); born or moved in after the
1980 interview (V30313>0000 and V30314=00); main fa mily nonresponse by 1980
or mover-out nonresponse by 1979 (V30313=0000); in an institution in both
1979 and 1980 (V30314=51-59 and V30318=0); did not work (V30327=0 or 2)

Missing Data: 0

Valid N: 9899 Minimum: 1.00 Maximum: 9600.00
Mean: 1582.47 Std Dev: 873.68
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V30334 TYPE 1979 TRANSFER INCOME 80 Reference: 335
Type: Num Width: 2 Decimals: O Location: 76 2-763

TYPE OF TRANSFER INCOME RECEIVED DURING 1979:

K45. Did (he/she) have any (other) income last ye ar?

K46. What was that from?

250 1 ADC, AFDC only
126 2 Supplemental Security Income (SSI) only
139 3 Other welfare only
865 4 Social Security only
229 5 Other retirement pay, pensions, or annu ities only
463 6 Unemployment compensation only
96 7 Worker compensation only
150 8 Child support only
211 9 Help from relatives only
261 10 Other transfers only
1140 15 More than one of the above; any combina tion
49083 0 Inap.: no transfer income; from Latino sample (V30001=7001-9308); born or moved
in after the 1980 interview (V30313>0000 and V30314 =00); main family nonresponse
by 1980 or mover-out nonresponse by 1979 (V30313=00 00); in an institution in both

1979 and 1980 (V30314=51-59 and V30318=0)

Missing Data: 0

V30335

TOTAL 1979 TRANSFER INCOME 80 Referen ce: 336

Type: Num Width: 5 Decimals: O Location: 76 4-768

TOTAL 1979 TRANSFER MONEY INCOME OF THIS INDIVIDU  AL:

K45. Did (he/she) have any (other) income last ye ar?

K46. What was that from?

K47. How much was that last year?

The values for this variable indicate the amount of total transfer income received in whole
dollars. All missing data were assigned.

3946 1-99998  Actual amount received
0 99999  $99,999 or more

49067

0 Inap.: from Latino sample (V30001= 7001-9308); born or moved in after the
1980 interview (V30313>0000 and V30314=00); main fa mily nonresponse by 1980
or mover-out nonresponse by 1979 (V30313=0000); in an institution in both
1979 and 1980 (V30314=51-59 and V30318=0); no trans fer income (V30334=00)

Missing Data: 0

Valid N: 3946 Minimum: 5.00 Maximum: 40000.00
Mean: 3005.57 Std Dev: 2926.19



9 Anhang 245

V30342 INDIVIDUAL WEIGHT 80 Reference: 343
Type: Num Width: 4 Decimals: 1 Location: 78 4-787

1979 Individual Weight, Updated for 1980

This variable is nonzero only for sample members associated with a 1980 panel family. Sample
members born into the family in 1980 receive either the average of the Head's and spouse's
weights or, in the event of a single Head, the chil d receives the Head's weight. Those sample
members returning to a panel family after becoming nonresponse receive the same weight that
they had in the last year that they had nonzero dat a. Refer to Section |, Part 5 for details

on the weights themselves.

15919 0.3-93.9 Updated core sample individual we ight

37094 0.0 From Latino sample (V30001=7001-9 308); born or moved in after the 1980
interview (V30313>0000 and V30314=00); main family nonresponse by 1980 or
mover-out nonresponse by 1979 (V30313=0000); nonsam ple individual
(V30002=170-228)

Valid N: 53013 Minimum: 0.00 Maximum: 93.90

Mean: 5.39 Std Dev: 11.30

V30642 1990 INTERVIEW NUMBER Reference: 643
Type: Num Width: 5 Decimals: 0 Location: 15 21-1525

1990 Interview Number (1990 ID Number)

The values for this variable represent the 1990 | D number of the interview in which this
individual was included in 1990.

23603  1-10000 1990 core family interview num ber
8902 10001-12043 1990 Latino family interview n umber
20508 0 This individual was main famil y nonresponse by 1990 or mover-out nonre-
sponse by 1989; from Latino recontact sample (V3000 1=9044-9308)
Valid N: 53013 Minimum: 0.00 Maximum: 12043.00
Mean: 3512.08 Std Dev: 4045.95
V30643 1990 SEQUENCE NUMBER 90 Reference: 644
Type: Num Width: 2 Decimals: 0 Location: 15 26-1527

1990 Sequence Number

This variable provides a means of identifying an individual's status with regard to the FU
at the time of the 1990 interview.

26930 1-20 Individuals in the family at the tim e of the 1990 interview
308 51-59 Individuals in institutions at the t ime of the 1990 interview
878 71-80 Individuals who moved out of the FU or out of institutions and established
their own households between the 1989 and 1990 inte rviews
81 81-89 Individuals who were living in 1989 but died by the time of the 1990 interview
24816 0 Born or moved in after the 1990 inte rview; from Latino recontact sample
(V30001=9044-9308); main family nonresponse by 1990 or mover-out nonresponse

by 1989 (V30642=00000)
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V30644 RELATIONSHIP TO HEAD 90 Reference: 645
Type: Num Width: 2 Decimals: O Location: 15 28-1529

1990 Relationship to Head

Note that these relationships are those to the 19
sequence number (V30643) is greater than 50, that i
example, if the 1989 Head is no longer present at t
relationship to Head is coded 10; the new 1990 Head
current Heads, the user must select those coded 10
(V30643)=01.

9522 10 Head in 1990; 1989 Head who was mover-o
interview
5092 20 Legal wife in 1990; 1989 wife who was m
1990 interview
388 22 "Wife"--female cohabitor who has lived
present in the 1989 family, since consecutive inter
more than twelve months apart; 1989 "wife" who was
time of the 1990 interview
9990 30 Son or daughter of Head (includes adopt
813 33 Stepson or stepdaughter of Head (childr
children of Head)
230 35 Son or daughter of "wife" but not Head
whose relationship to Head is 22 but who are not ch
62 37 Son-in-law or daughter-in-law of Head (

42 38
259 40
81 47
8 48
180 50
114 57

Foster son or foster daughter, not lega
Brother or sister of Head (includes ste
Brother-in-law or sister-in-law of Head
Brother or sister of Head's cohabitor (
Father or mother of Head (includes step
Father-in-law or mother-in-law of Head
only)
Father or mother of Head's cohabitor (t
Grandson or granddaughter of Head (incl
only; those of a cohabitor are coded 97)
Great-grandson or great-granddaughter o
of legal wife (code 20); those of a cohabitor are ¢
Grandfather or grandmother of Head (inc
Grandfather or grandmother of legal wif
Great-grandfather or great-grandmother
Great-grandfather or great-grandmother
Nephew or niece of Head
Nephew or niece of legal wife (code 20)
Uncle or Aunt of Head
Uncle or Aunt of legal wife (code 20)
Cousin of Head
Cousin of legal wife (code 20)
Children of first-year cohabitor but no
coded 88)
First-year cohabitor of Head
Legal husband of Head
Other relative of Head
Other relative of legal wife (code 20)
Other relative of cohabitor (the cohabi
Other nonrelatives (includes homosexual
etc.)
24816 0 From Latino recontact sample (V30001=90

3 58
691 60

30 65

17 66
3 67
0 68
0 69
149 70
24 71
27 72
6 73
42 74
4 75
61 83

209 88
11 90
32 95
2 96
15 97
90 98

or mover-out nonresponse by 1989 (V30642=00000); bo

interview (V30642>00000 and V30643=00)

89 Head for any individual whose 1990

s, has moved out of the FU. Thus, for

he time of the 1990 interview, his or her
also is coded 10. Therefore, to select

in this variable whose sequence numbers

ut nonresponse by the time of the 1990
over-out nonresponse by the time of the

with Head for a year or more or who was
views may be taken less or
mover-out nonresponse by the

ed children but not stepchildren)
en of legal wife (code 20) who are not

(includes only those children of mothers
ildren of Head)

includes stepchildren-in-law)

lly adopted

p and half sisters and brothers)

; 1.e., brother or sister of legal wife.

the cohabitor is coded 22 or 88)

parents)

(includes parents of legal wives (code 20)

he cohabitor is coded 22 or 88)
udes grandchildren of legal wife (code 20)

f Head (includes only great-grandchildren

oded 97)
ludes stepgrandparents)
e (code 20)
of Head

of legal wife (code 20)

t of Head (the parent of this child is

tor is code is 22 or 88)
friends, friends of children of the FU,

44-9308); main family nonresponse by 1990
rn or moved in after the 1990
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V30645 AGE OF INDIVIDUAL 90 Reference: 646
Type: Num Width: 2 Decimals: O Location: 15 30-1531

Age at the Time of the 1990 Interview

The values for this variable represent the actual age of the individual reported in years on
his or her most recent birthday. See V30680 for an age variable that is generated from birth
date information. Consistency of V30645 with V30646 -V30647 was not forced unless it was clear
that the interviewer made an error in recording the individual's age or birth date.

1080 1 Newborn up to second birthday
27104 2-97  Actual age
5 98 98 years old or older
10 99 NA;DK
24814 0  From Latino recontact sample (V30001= 9044-9308); main family nonresponse by
1990 or mover-out nonresponse by 1989 (V30642=00000 ); born or moved in after
the 1990 interview (V30642>00000 and V30643=00)

Missing Data: 99

Valid N: 53003 Minimum: 0.00 Maximum: 98.00
Mean: 15.73 Std Dev: 21.14

V30649 WTR MOVED IN/OUT OF FAMILY UNIT 90 Re ference: 650
Type: Num Width: 1 Decimals: O Location: 15 39

1990 Moved In/Moved Out Indicator

2118 1  Moved in or born between the 1989 and 19 90 interviews; splitoff in 1990
85 2  Appeared; did not move in between the 19 89 and 1990 interviews, but not included
in FU for 1989 (i.e., listing error)
848 5 Moved out of FU or out of an institution between the 1989 and 1990 interviews and
was not included in a 1990 panel FU
85 6  Moved out of FU and into an institution between the 1989 and 1990 interviews
81 7  Living in 1989 but died by the time of t he 1990 interview
37 8 Disappeared; moved out prior to the 1989 interview, but included in FU for 1989
(usually a listing error)
49759 0  Inap.: in main family in both 1989 and 1 990 (includes Latino non-movers); Latino
in institution in both 1989 and 1990; from Latino r econtact sample (V30001=9044-
9308); core in an institution in both 1989 and 1990 (V30607=51-59 and V30643=51-
59); main family nonresponse by 1990 or mover-out n onresponse by 1989
(V30642=00000); born or moved in after the 1990 int erview (V30642>00000 and
V30643=00)

Missing Data: 0

V30658 TYPE TXBL INCOME 90 Reference: 659
Type: Num Width: 1 Decimals: O Location: 15 57
TYPE OF TAXABLE INCOME RECEIVED DURING 1989:

G76. During 1989 did (he/she) have a full-time or part-time job (not
counting work around the house)?

G84. What was that from?
10397 1  Labor income

1043 2 Assetincome
3228 3 Both labor and asset income

38345 0 Inap.: no taxable income; from Latino re contact sample (V30001=9044-9308); main
family nonresponse by 1990 or mover-out nonresponse by 1989 (V30642=00000); born
or moved in after the 1990 interview (V30642>00000 and V30643=00); in an institu-
tion in both 1989 and 1990 (V30643=51-59 and V30649 =0)

Missing Data: 0
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V30659 TOT TXBL INCOME-IND 90 Reference: 660
Type: Num Width: 6 Decimals: O Location: 15 58-1563
TOTAL 1989 TAXABLE MONEY INCOME OF THIS INDIVIDUA L:
G78. About how much money did (he/she) earn from that job last year?

G85. How much was that last year?

The values for this variable indicate the amount of total taxable income received in whole
dollars. All missing data were assigned. For Heads or Wives, the values here are labor and
assets of each; these components were coded separat ely beginning with the 1986 wave.

0 -99999 Loss of $99,999 or more
36 -99998—1 Actual amount of loss
14630 1-999998 Actual amount of taxable income

2 999999 Taxable income of $999,999 or mo re
38345 0 Inap.: from Latino recontact sam ple (V30001=9044-9308); main family
nonresponse by 1990 or mover-out nonresponse by 198 9 (V30642=00000); born
or moved in after the 1990 interview (V30642>00000 and V30643=00); in an
institution in both 1989 and 1990 (V30643=51-59 and V30649=0); no taxable

income (V30658=0)

Missing Data: 0

Valid N: 14668 Minimum: -38000.00 Maximum: 999999.00
Mean: 18290.56 Std Dev: 24861.43

V30661 ANN WORK HRS-IND 90 Reference: 662
Type: Num Width: 4 Decimals: O Location: 15 65-1568

WORK HOURS IN 1989:

G79. About how many weeks did (he/she) work on th at job last year?

G8L1. During the weeks that (he/she) worked, about how many hours did

(he/she) usually work per week?

The values for this variable indicate the actual hours worked in 1989. All missing data were
assigned.

13677 1-5840 Actual hours worked

39336 0 Inap.: from Latino recontact sample (V30001=9044-9308); main family nonre-
sponse by 1990 or mover-out nonresponse by 1989 (V3 0642=00000); born or
moved in after the 1990 interview (V30642>00000 and V30643=00); in an insti-
tution in both 1989 and 1990 (V30643=51-59 and V306 49=0); did not work

(V30658=0 or 2)
Missing Data: 0

Valid N: 13677 Minimum: 1.00 Maximum: 5840.00
Mean: 1713.22 Std Dev: 830.20
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V30663
Type: Num Width: 2 Decimals: O Location: 15
TYPE OF TRANSFER INCOME RECEIVED DURING 1989:

G83. Did (he/she) have any (other) income, such a
interest, gifts, or anything else, last year?

G84. What was that from?

318 1 ADC, AFDC only

249 2 Supplemental Security Income, SSI only

187 3 Other Welfare only

1541 4 Social Security only

86 5 Veterans pension

248 6 Other retirement pay, pensions, or annu

485 7 Unemployment compensation only

152 8 Worker Compensation only

299 9 Child support only

276 10 Help from relatives only

407 11 Other transfers only

1615 15 More than one of the above; any combina
47150 0 Inap.: no transfer income; from Latino

family nonresponse by 1990 or mover-out nonresponse
or moved in after the 1990 interview (V30642>00000

TYPE TRANSFER Y-IND 90

Reference: 664

70-1571

s pensions, welfare,

ities only

tion

recontact sample (V30001=9044-9308); main
by 1989 (V30642=00000); born
and V30643=00); in an institu-

tion in both 1989 and 1990 (V30643=51-59 and V30649 =0)
Missing Data: 0
V30669 TOTAL TRNSFR Y-IND 90 Reference: 670
Type: Num Width: 5 Decimals: 0 Location: 15 85-1589

TOTAL 1989 TRANSFER MONEY INCOME OF THIS INDIVIDU

The values for this variable indicate the total a
dollars. This amount was calculated by summing V306

5860 1-99998
3 99999
47150 0

Actual amount received
$99,999 or more
Inap.: from Latino recontact sampl

sponse by 1990 or mover-out nonresponse by 1989 (V3
moved in after the 1990 interview (V30642>00000 and
stitution in both 1989 and 1990 (V30643=51-59 and V

income (V30663=00)
Missing Data: 0

Valid N: 5863
Mean: 5375.75

Minimum: 10.00
Std Dev: 5911.35

AL

mount of transfer income received in whole
65 and V30667.

e (V30001=9044-9308); main family nonre-

0642=00000); born or
V30643=00); in an in-
30649=0); no transfer

Maximum: 99999.00
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V30686 CORE IND WEIGHT 90 Reference: 687
Type: Num Width: 7 Decimals: 3 Location: 16 20-1626

1989 Core Weight, Updated for 1990

This weight variable is to be used only for analy sis of the core sample. If you wish to
analyze both the core and Latino samples, then see V30688. If you wish to analyze only the
Latino sample, then see V30687.

This variable is nonzero only for sample members associated with a 1990 core sample family.
Sample members born into the family in 1990 receive either the average of the Head's and
spouse's weights or, in the event of a single Head, the child receives the Head's weight. For
those sample members either not yet part of the fam ily in 1984 but present by 1989 or who were
main family nonresponse in 1984 and moved back into the panel in 1989, the most recent weight
is brought forward to these positions. Refer to Sec tion I, Part 5 of this volume for details

on the weights.

15623 0.001-131.877 Updated 1989 core sample ind ividual weight

37390 0.000 Latino sample individual (V3 0001=7001-9308); main family nonresponse
by 1990 or mover-out nonresponse by 1989 (V30642=00 000); individual
was not a sample member (V30002=170-228)

Valid N: 53013 Minimum: 0.00 Maximum: 131.88

Mean: 6.18 Std Dev: 13.12

V32000 SEX OF INDIVIDUAL Reference: 881
Type: Num Width: 1 Decimals: O Location: 20 60

Sex of Individual

26095 1 Male

26918 2 Female
0 9 NA

Missing Data: 9

9.3.2 Anpassen der Einkommensgrenzen an die Daten und das AR(1)-Modell

Die Festlegung der fir den gesamten empirischen Teil glltigen Einkommensgrenzen
wird durch zwei Bedingungen beeinflusst. Zum einen wird beim AR(1)-Modell aus
Abschnitt 6.2.3 von logarithmierten Einkommen ausgegangen. Diesem Vorgehen
liegt die empirisch gut gestitzte Annahme einer Lognormalverteilung der Einkommen
zugrunde. Dies wird in Abbildung 9-11 durch die Histogramme der logarithmierten
PSID-Daten aus Kapitel 5 untermauert. Beim Diskretisieren der Einkommensvertei-
lung in K =10 Einkommensklassen sollten die daraus resultierenden Einkommens-
histogramme die postulierte Normalverteilung der logarithmierten Einkommen néhe-
rungsweise widerspiegeln. Somit werden die fur die AR(1)-Hypothese bendtigten
Gitterpunkte, welche dann zugleich die Einkommensgrenzen festlegen, am besten
aquidistant gewahlt. Zweitens missen die Einkommensgrenzen gut an alle verwen-
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deten Daten angepasst sein. Dies erfordert das Studium der logarithmierten Daten
anhand sogenannter Streudiagramme (PSID-Daten) respektive die Betrachtung der
Einkommensverteilungen der Burkhauser-Daten (Abbildung 5-1). Die aquidistanten
Gitterpunkte des AR(1)-Modells missen somit so gewahlt werden, dass sie allen
Datensatzen des empirischen Teils dieser Arbeit gerecht werden.

logarithmierte Einkommen von 6'775 Mannern und Frauen
1800

T
Il Einkommen 1979
[ ] Einkommen 1989
1600~~~ -~ - e
|
|
|
1400F--------- SRREEEEEEE
|
|
1200F--------- R e
= l
X |
2 |
= 1000~~~ -~~~ e
o] |
T |
[ |
5 anl e
g 800 ‘F
Q |
© |
|
600~~~ -~~~ e
|
|
400 --------- e i
|
|
200F - bom e e m o
|
|
l
0 |
0 2

logarithmiertes Einkommen

Abbildung 9-11: Histogramme der PSID-Daten

9.3.2.1 Streudiagramme der PSID-Daten

Beim betrachten der folgenden drei Streudiagramme (Abbildung 9-12 bis Abbildung
9-14) der PSID-Daten ist ersichtlich, dass der Grossteil der logarithmierten Einkom-
mensdaten in beiden Jahren zwischen 8 und 11 liegt. Es erscheint somit sinnvoll, die
zehn aquidistanten Gitterpunkte so zu wahlen, dass sie dieses Intervall gut abde-
cken. Auch sollten die Einkommensverteilungen der Burkhauser-Daten (Abbildung
5-1) vernlnftig abgedeckt werden. Die Gitterpunkte und die daraus abgeleiteten
Einkommensgrenzen in Tabelle 5-1 erflllen diese Kriterien gut. Versuche mit ande-
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ren Gitterpunkten, welche ein etwas grésseres Einkommensintervall abdeckten,
fihrten zu vergleichbaren Resultaten und Schlussfolgerungen. Die Resultate schei-
nen deshalb erstaunlich robust hinsichtlich der Wahl der Einkommensgrenzen zu
sein, solange diese nach verntinftigen Kriterien, welche ihrerseits von den vorhande-
nen Daten abhangig sind, gesetzt werden.

6'775 Manner und Frauen, logarithmiertes Einkommen

Einkommen 1989

Einkommen 1979

Abbildung 9-12: Streudiagramm der PSID-Daten der M&nner und Frauen
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3'386 Ménner, logarithmiertes Einkommen

686 | UBWILIONUIT

Einkommen 1979

Abbildung 9-13: Streudiagramm der PSID-Daten der Manner

3'389 Frauen, logarithmiertes Einkommen

686 | uswwoxulg

Einkommen 1979

Abbildung 9-14: Streudiagramm der PSID-Daten der Frauen



254 9 Anhang

9.3.2.2 Beispiel einer AR(1)-Hypothese

Der Diskretisierung der AR(1)-Hypothese geméass Tauchen (1986) liegt die folgende
Umformung von Gleichung (6-1) zugrunde:

(9-15) &, =(y, -¥)-ply -¥) ~IIN(0,(1-p?)=?).

Dabei steht y fur den zeitlich konstanten Erwartungswert der logarithmierten Ein-

kommen und wird durch den Mittelwert des Jahres 1979 der logarithmierten Ein-
kommen des Burkhauser-Datensatzes geschétzt (vergleiche Abschnitt 4.1). Auch die
Varianz s? wird aus den logarithmierten Burkhauser-Daten des Jahres 1979 ge-
schatzt. Die Varianz der logarithmierten Einkommen wird ebenfalls als zeitlich kon-
stant angenommen (Abschnitt 6.2.3).

Der autoregressive Parameter p wird durch Minimierung der relativen Entropie der
zugehorigen AR(1)-Hypothese Pag(y) hinsichtlich der beobachteten Randverteilungen
M1g79 UNd Myggg bestimmt. Um letztere jedoch bestimmen zu kénnen missen zuerst
die Gitterpunkte des AR(1)-Prozesses und damit auch die Einkommensgrenzen
festgelegt werden. Die Gitterpunkte werden aus den oben erwahnten Griinden aqui-
distant gewahlt. Zudem sollten sie, da sie die Einkommensgrenzen fir alle Beispiele
des empirischen Teils dieser Arbeit bestimmen, gut an die logarithmierten Einkom-

men aller vorkommenden Datenséatze angepasst sein.

Im folgenden soll der Zusammenhang der Gitterpunkte, der Einkommensgrenzen
und der AR(1)-Hypothese anhand eines parametrischen Modells mit K Einkommens-
klassen aufgezeigt werden. Dabei wird mit G der Vektor der aquidistanten Gitter-
punkte bezeichnet. Um jedoch die offensichtlichen Implikationen von Gleichung
(9-15) fir die Konstruktion einer hypothetischen Ubergangsmatrix anwenden zu
kénnen, muss G um den Mittelwert y bereinigt werden:

9

92

Ok —Y Ok
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Der mit L bezeichnete Vektor der um den Mittelwert y bereinigten logarithmierten

Einkommensgrenzen kann dann folgendermassen dargestellt werden:

L[ - ][ -
i §1+d 62_d ~N ~N
L= :|=| & |=] ¢ |, mitd=292=9"0 gi=p. k.
FIEL ~ 2 2
IK gK—1+d gK—d
_iK+1_ L ® 1 L % |

Unter Zuhilfenahme der in Gleichung (9-15) dargestellten Form fir den Innovations-
term g lasst sich dann die hypothetische Ubergangsmatrix des AR(1)-Modells fiir

jedes p wie folgt bestimmen:

Pr(i1<£t<iz_p@1) Pr(iz_pmj1<et<13_p|:§1) Pr(iK_pEg1<£t<iK+1)

=) — Pl’(i1<€t<iz—pfﬁ2) Pr(T2—pE§2<8t<Ts—p|:§2) Pr(TK_p|]\j2<st<iK+1)
AR(p) : : . : )

Pr(T1<8t<i2_p|]jK) Pr(iz_pEgK<8t<Ts_pE§K) Pr(TK_pEgK<8t<TK+1)

Da die mittelwertadjustierten Einkommensgrenzen | und |.,, - respektive « betra-

gen, lasst sich das (i,j)'te Element der Hypothese Pag() darstellen gemass:

Pariyi =Pr(; P8 <& <l,,-pd) O,y O{1,-,K},
mit &, ~1IN(0,(1-p?) 3%) .

Die Wahrscheinlichkeit par),j in Klasse j zu enden, bedingt es konnte aus Klasse i
gestartet werden, entspricht somit der Wahrscheinlichkeit, dass der Innovationsterm
& in das j-te mittelwertbereinigte Einkommensintervall zu liegen kommt, wobei die
Intervallgrenzen jeweils um den i-ten mittelwertbereinigten und mit p multiplizierten
Gitterpunkt reduziert werden muissen. In die "Sprache" von Gleichung (9-15) Uber-
setzt dienen die mittelwertbereinigten Intervallgrenzen als um den Mittelwert redu-
zierte logarithmierte Einkommen in Periode t und die mittelwertadjustierten Gitter-
punkte als mittelwertbereinigte logarithmierte Einkommen in Periode t-1:

-y) -ply.-y) ~IN(0,(1-p?)?).
I V

&= V.7y)
i g

esp.
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Es ist aus diesem Beispiel auch ersichtlich, dass die logarithmierten Gitterpunkte, mit
Ausnahme des 1-ten und des K-ten Intervalls, jeweils den Mittelpunkten der entspre-
chenden logarithmierten Einkommensklassen entsprechen.

9.3.3 Definitionen der Ungleichheitsmasse

Bei beiden hier dargestellten Ungleichheitsindices bezeichnet y; das Einkommen des
i'ten Individuums, y das Durchschnittseinkommen und N die Anzahl betrachteter

Einkommen respektive Individuen.

» Atkinson's Ungleichheitsmass (Atkinson, 1970)

S

FOr den Ungleichheitsaversionsparameter gilt: €>0, €1 .

» Generalisierter Entropieindex (Jenkins, 1991)

) -

a? -a

GE

a

Fir den Transfersensitivitdtsparameter gilt: o #0, o # 1

9.3.4 Perfekt mobile Hypothesen und zugehodrige Schrodingermultiplikatoren

Hier wird demonstriert, dass die Methode der Minimierung der relativen Entropie jede
perfekt mobile Ubergangsdynamik Proq SO anpasst, dass daraus eine perfekt mobile

Matrix mit der beobachteten Endverteilung m,1 in den Zeilen wird. Mit 1, wird die

Gleichgewichtsverteilung von Pnog bezeichnet, welche auch in den identischen Zeilen
von Pmog steht. FUr perfekt mobile Matrizen Prog gilt somit der folgende Zusammen-
hang:

Pmodij = Pmodkj = Tl o0.j 00k, jO{1,-K}.
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Zudem werden die flr solche Hypothesen typischen Schrédingermultiplikatoren her-

geleitet.

Wird , die willktrliche Anfangsverteilung der perfekt mobilen Hypothese Pmoq, gleich
der beobachteten Anfangsverteilung m; gesetzt und berlcksichtigt, dass die An-
fangsverteilung der optimal angepassten Dynamik mit m; identisch ist, vereinfacht
sich Gleichung (2-11) zu:

dopt,ij =@, mmod,ij l]ptﬂ,j
= My g =@ Oy WDrogy [Py = @y Ny IDogy WL = @y U0y UL L0

(9'1 6) popt,ij = (pt,i |]pt+1l

Pmod:]

Auflésen des Schrddinger-Systems (2-12) nach den Schrddingermultiplikatoren @;
und @+ fohrt zu:
K K K
. m;=q, Dz:dmod,ij [Py = @y [Emt,i P moqj [Py = @y [Ny, T, Ly
j=1 j=t j=t
K
1 = (pt,i [E Prnod Ept+1]

j=1

9-17) ¢, =——"— 1 =C oig{1,-,K}.

Z mod J @t'ﬂl

=1

Die mit den Anfangsrestriktionen verbundenen Schrédingermultiplikatoren @ ;

sind also konstant.
K K K
1. My = Py DZ‘,dmod,ij L, = () q‘,mt,i mmod,ij lp,; = Ly Dzmt,i D-[Pmod,j (&
i1 =1 i1

t+1J (pt+1J D-[Pmodvj E

' _ My,
(9-17)" @uyy =
Tt

P

mod !j
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Einsetzen der Resultate fir @; und @.1; in Gleichung (9-16) fuhrt zur optimal ange-
passten Dynamik gemass:

_ D'[ mt+1,j _
Poptj —CUL 13 =m

mod )

t+j

mod)

Die resultierende optimal angepasste Dynamik Pqy enthélt somit in ihren Zeilen die
beobachtete Endverteilung m¢,1. Nach Anwendung der Methode der Minimierung der
relativen Entropie fUhren somit alle perfekt mobilen Hypothesen Pmoq zur selben
optimal angepassten Ubergangsdynamik Pop.

Da die Schrédingermultiplikatoren @; und @, nur bis auf eine multiplikative Konstan-
te bestimmt sind, wird @ 1 = @,1,1 gesetzt. Somit lassen sich @ 1 und @,11 aus (9-16)

wie folgt bestimmen:

My,

_ _ _ 2 _ 2 _
Poptt1 = Mty =@y O 1 [ = Gy Wy =@ =Qqy =

Pmod 1

mt+1,1

= (pt,1 = (pt+1,1 =
F’mods1

Die Schrédingermultiplikatoren lassen sich durch Einsetzen dieses Resultats in die
Gleichungen (9-17) und (9-17)' folgendermassen festlegen:

m T, M.
— t+1,1 . _ mod> 1 E t+1,j ;
(pt,i - Ui ’ (pt+1,j - : DJ .
T[Pmod,1 mt+1,1 T[Pmod,j

9.4 EINKOMMENSVERGLEICH MANNER / FRAUEN IN 5-JAHRESPERIODEN

9.4.1 Einleitung

Die hier vorgestellten Resultate entstammen der ersten Arbeit von Aebi, Neusser und
Steiner (1999). Analog zu Kapitel 7 wird hier die Einkommensdynamik von Frauen
und Méannern in den USA verglichen. Konkret wird die Fragestellung untersucht, ob
sich die Dynamik der Arbeitseinkommen der Frauen genligend genau durch diejeni-
ge der Manner erklaren lasst. Die bendtigten Daten wurden wiederum der Panel

Study of Income Dynamics (PSID) entnommen. Wie in Abschnitt 4.2 erwahnt enthélt
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der Datensatz "1968-1993 individual file" neben einer Vielzahl anderer Angaben auch
die Jahreseinkommen von 53'013 Individuen in den Jahren 1967 bis 1992. Fur die
hier angestellten Untersuchungen wurde diese Zeitperiode in 5-Jahres-Intervalle
unterteilt. Im Gegensatz zur Vorgehensweise in Kapitel 7 wurden hier nur diejenigen
Individuen untersucht, welche in den jeweils betrachteten Anfangs- und Endperioden

ein positives Arbeitseinkommen auswiesen.

9.4.2 Die Datenlage

Die extrahierten Variablen aller betrachteten Jahre sind in Tabelle 9-3 zusammenge-
fasst. Wegen einer Anderung in der Datenerhebung seit der Erhebung von 1991, wo
die Variable fir das totale Jahreseinkommen in zwei Variablen fur das Arbeits- und
das Einkommen aus Finanzanlagen aufgeteilt wurde, erscheint im Jahr 1992 die
Variable Uber den Einkommenstypus nicht mehr. In den friheren Jahren besagt
diese Variable, ob ein Jahreseinkommen nur aus Erwerbseinkommen, nur aus Anla-

geeinkommen oder aus beiden zusammengestellt ist.

Jahr |Variable |Kurzbeschrieb Jahr [Variable |Kurzbeschrieb
V30013 |Total 1967 Work Hours V30417 |Annual Work Hours 1982
1967 V30004 |Age of Individual 1982 V30402 |[Age of Individual
V30011 [Type of Income V30414 |Type of Taxable Income 1982
V30012 |Total 1967 Income V30415 [Total Taxable Income 1982
V30131 [Total 1972 Work Hours V30588 |Annual Work Hours - Individual
1972 V30120 |Age of Individual 1987 V30573 |Age of Individual
V30129 [Type of Income V30585 |Type of Taxable Income
V30130 [Total 1972 Money Income V30586 |Total 1987 Taxable Income
V30270 |[Total 1977 Work Hours V30823 1992 Annual Work Hours
1977 V30249 |Age of Individual 1992 |Vv30809 [Age of Individual
V30267 |Type of Taxable Income V30821 [Total Labor Income
V30268 |[Total 1977 Taxable Money Income J]All Years |V32000 |Sex of Individual

Tabelle 9-3: Extrahierte PSID-Variablen

Die Resultate der letzten 5-Jahres-Periode (1987 bis 1992) werden in Abschnitt 9.4.3
ausfuhrlicher dargestellt. Die restlichen 5-dahres-Intervalle sind dann in Abschnitt
9.4.4 zusammengefasst.
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9.4.3 Die Periode 1987 bis 1992

Um sensitive und bedeutungsvolle Resultate zu erhalten wurde nur eine Subgruppe
des gesamten Samples benutzt. Im Detail wurden die folgenden Restriktionen ange-

wandt:
» Beschrankung auf das Erwerbseinkommen.

* Es wurden nur Individuen betrachtet, die im Startjahr des 5-Jahres-Intervalls min-
destens 20 und im Endjahr héchstens 60 Jahre alt waren.

* Nur vollbeschéaftigte Personen wurden betrachtet. Individuen mit weniger als 1800
Arbeitsstunden pro Jahr wurden aus der Betrachtung ausgeschlossen.

» Trotz dieser Restriktionen verblieben einige extreme Ausreisser in der Stichpro-
be.”® Um diese zu eliminieren wurde ein minimales Jahreseinkommen von 1'000
USD im Jahre 1967 eingefuhrt. Dieses Minimum wurde in den folgenden Jahren

mit der Wachstumsrate des mittleren Einkommens inflationiert.

Nach der Durchfihrung der oben erwahnten Einschrankungen enthielt der Datensatz
der Ménner, der als Referenz diente, noch 1'180 Individuen. Derjenige der Frauen
reduzierte sich auf 935 Individuen. Um Ubergangsmatrizen und diskrete zweidimen-
sionale Dichten zu konstruieren, mussten die entsprechenden Einkommensklassen-
grenzen des Start- und des Endjahres festgelegt werden. Dabei wurde willkirlich
K =10 gesetzt und die Einkommensgrenzen beider Jahre so gewahlt, dass sich die

'3 Die folgenden Beispiele zeigen zwei Falle extremer Ausreisser. Das Individuum Nummer 2'059
arbeitete 2'728 Stunden im Jahr 1992, verdiente jedoch lediglich 15$. Individuum Nummer 32'416
arbeitete 2'080 Stunden im Jahr 1987, erwirtschaftete jedoch nur ein jéhrliches Einkommen von
14$. Wahrend solche Félle in den Jahren vor 1992 mit Sicherheit ausgeschlossen sein sollten, wé-
re dieser Fall, wegen der 1991 erfolgten Anderung in der Datenerhebung, fiir das Jahr 1992 theo-
retisch mdglich. Es ware zum Beispiel vorstellbar, dass jemand eine Menge Zeit flr die Betreuung
eigener Finanzanlagen aufwendete, ohne irgendwo angestellt gewesen zu sein. Eine solche Per-
son kénnte ein grosses Kapitaleinkommen, jedoch nur ein kleines Arbeitseinkommen erzielen. In
den anderen Jahren wurden hingegen bloss solche Individuen selektioniert, deren Jahreseinkom-
men sich nur aus Arbeitseinkommen zusammensetzte. Die dort angegebenen Jahresarbeitsstun-
den mussten folglich zu 100% zur Erzielung des jahrlichen Erwerbseinkommens aufgewendet wor-

den sein.
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Zahl der Manner gleichméssig auf die je 10 Zellen der Anfangs- und der Endvertei-
lung verteilte. Somit ist das i'te Intervall durch die Grenzen des (i— 1)'ten und des
i'ten Dezils der Einkommensverteilung der Manner begrenzt. Durch diese Art der
Konstruktion ist die Einkommensdynamik der Manner, welche als Hypothese fir die
Dynamik der Frauen dienen wird, in ihrem Gleichgewichtszustand. Auch spielt das
Wachstum im mittleren Einkommen der Manner durch das flexible setzen der Ein-

kommensgrenzen keine Rolle mehr.

Die Einkommen der Frauen wurden gemass der Grenzen der entsprechenden Man-
nerverteilung eingeteilt. Dadurch wurden die Randdichten der Frauen fir das An-
fangs- und das Endjahr festgelegt. Fir den Fall, dass ein oder mehrere Frauenein-
kommen mit einem Begrenzungswert zusammenfallen sollten, wurden diese Beo-
bachtungen gleichmassig auf die zwei benachbarten Zellen der Randverteilung auf-
geteilt. Im Unterschied zu den Betrachtungen in Kapitel 7 wurden hier die Einkom-
mensdaten der Frauen und der Manner nicht auf identische Mittelwerte gebracht.
Unterschiede im Einkommensverteilungsprozess von Frauen und Mannern zeigen
hier also nicht bloss Differenzen in der reinen Einkommensdynamik auf, sie reflektie-
ren auch andere geschlechterspezifische Unterschiede wie die durchschnittlich ge-
ringere Einkommenshdhe der Frauen. Auch eventuelle Unterschiede im durchschnitt-
lichen Einkommenswachstum von Frauen und Mannern werden hier nicht durch die
Konstruktion eliminiert.

Die Einkommensverteilung der Frauen in den beiden Jahren 1987 und 1992 sind in
Abbildung 9-15 dargestellt. Diese beiden Randdichten werden im folgenden als
Querschnittsverteilungen migg; und mqg92 der Grundgesamtheit der Frauen betrach-
tet, an welche die hypothetische Dynamik mittels der Methode der Minimierung der
relativen Entropie optimal angepasst wird. Fir Vergleichszwecke ist in dieser Abbil-
dung auch die Randverteilung der Manner eingezeichnet, die in beiden Jahren aus
Konstruktionsgriinden uniform 0.1 ist. Diese Grafik zeigt auf, dass sich der Modus
der Frauenverteilung von der ersten in die zweite Einkommensklasse verlagert hat.
Zusatzlich befinden sich 1992 mehr Frauen in den oberen Einkommensklassen als
1987. Abbildung 9-15 verdeutlicht somit das Faktum, dass das mittlere Einkommen
der betrachteten Frauen zwischen 1987 und 1992 starker wuchs (+44.6 %) als das-
jenige der betrachteten Manner (+39.9 %). Trotz dieses Unterschieds bleiben die
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mittleren Einkommen der Frauen weiterhin deutlich unter denjenigen der Manner.
Diese einfachen Betrachtungen zeigen auf, dass sich die Einkommensverteilung der
Frauen in der betrachteten Flnfjahresperiode offensichtlich verandert hat. Es soll
nun die Frage zu beantworten versucht werden, ob diese Veranderungen durch die
geschatzte Einkommensdynamik der Manner erklart werden kénnen.

Einkommensverteilung der Frauen

0.25 T T T T T T
[ i
I:l m1992
R T i S e
B 0.15r--- -
2
3 relative Haufigkeit der Manner
T ; ;
o in beiden Jahren
=
5 |
o 01---
0.05---- -- -- - - -- - - -

3 4 5 6 7 8 9 10
Einkommensklasse

Abbildung 9-15: Einkommensverteilungen

9.4.3.1 Empirische Resultate

Die Einkommensdynamik der Manner wird durch die zweidimensionale Dichtematrix

in Tabelle 9-4 sowie die zugehdrige Ubergangsmatrix in Tabelle 9-5 reprasentiert.’>*

'3 Die hypothetische Dichte D,,,q wurde hier vollstdndig aus den Daten der Manner geschéatzt. Zum

Zeitpunkt, als die hier gezeigten Resultate erarbeitet wurden, waren die Erkenntnisse aus Ab-

schnitt 2.4, wonach die bestmdgliche Hypothese geméss D, , = diag(m,q,; ) [P..,, gewahlt werden
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Im Gegensatz zu den Untersuchungen in den Kapiteln 5 und 7 wurden diese Matri-
zen nicht durch einen Kerndichteschatzer ermittelt, die hier vorkommenden Nullele-

mente in einigen Zellen sind eine unerwinschte Folge dieses Vorgehens.

Einkommensklasse 1992
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.0441| o0.0161] 0.0119] 0.0110| 0.0085] 0.0042| 0.0008( 0.0008| 0.0008| 0.0017
0.0212| 0.0254| 0.0153] 0.0085| 0.0110] 0.0068| 0.0076 0.0017| 0.0017| 0.0008
0.0102| 0.0263| 0.0186| 0.0093| 0.0144| 0.0093| 0.0068| 0.0025| 0.0017| 0.0008
0.0110| 0.0169| 0.0203| 0.0127| 0.0102] 0.0085| 0.0093| 0.0068| 0.0017| 0.0025
0.0042| 0.0051| 0.0169| 0.0178| 0.0161] 0.0136] 0.0119| 0.0042] 0.0068| 0.0034
0.0017| 0.0059| 0.0068| 0.0186| 0.0178] 0.0178] 0.0178| 0.0068| 0.0025| 0.0042
0.0025| 0.0034| 0.0034| 0.0093| 0.0161] 0.0169] 0.0186| 0.0144| 0.0110| 0.0042
0.0017| 0.0008| 0.0042] 0.0085| 0.0034] 0.0110] 0.0203| 0.0280| 0.0136| 0.0085
0.0034 0| 0.0008] 0.0025| 0.0017| 0.0076] 0.0059| 0.0229| 0.0390| 0.0161
0.0017| 0.0017| 0.0008] 0.0042| 0.0008| 0.0119] 0.0212| 0.0576

Einkommensklasse 1987
O|lo|N]|ojla|]|WIN]|=—=

=y
o
(=)
(=)

Tabelle 9-4: Zweidimensionale Dichte der Manner der Periode 1987 bis 1992, Dyoq

Einkommensklasse 1992
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.4407| 0.1610| 0.1186| 0.1102| 0.0847| 0.0424] 0.0085| 0.0085| 0.0085| 0.0169
0.2119| 0.2542| 0.1525 0.0847| 0.1102| 0.0678] 0.0763| 0.0169| 0.0169| 0.0085
0.1017| 0.2627| 0.1864| 0.0932| 0.1441| 0.0932] 0.0678| 0.0254| 0.0169| 0.0085
0.1102| 0.1695| 0.2034| 0.1271| 0.1017| 0.0847| 0.0932| 0.0678| 0.0169| 0.0254
0.0424| 0.0508| 0.1695| 0.1780| 0.1610| 0.1356] 0.1186| 0.0424| 0.0678| 0.0339
0.0169| 0.0593| 0.0678| 0.1864| 0.1780| 0.1780] 0.1780| 0.0678| 0.0254| 0.0424
0.0254| 0.0339| 0.0339| 0.0932| 0.1610| 0.1695] 0.1864| 0.1441| 0.1102| 0.0424
0.0169| 0.0085| 0.0424| 0.0847| 0.0339| 0.1102] 0.2034| 0.2797| 0.1356| 0.0847
0.0339 0| 0.0085| 0.0254| 0.0169| 0.0763] 0.0593( 0.2288| 0.3898( 0.1610

0 0| 0.0169| 0.0169| 0.0085( 0.0424| 0.0085( 0.1186] 0.2119| 0.5763

Einkommensklasse 1987
O|lo|IN|oOojla|_]|OIN]|=—=

iy
o

Tabelle 9-5: Ubergangsmatrix der Manner zwischen1987 und 1992, P, . Prais' Mobilitatsindex
und seine Standardabweichung: 0.80226 (0.01378)

Die Zellwahrscheinlichkeiten werden durch die Maximum-Likelihood-Methode ge-
schatzt, die hier der relativen Haufigkeit entspricht. Diese Schatzer sind asymptotisch
normalverteilt, so dass sich asymptotische Standardfehler leicht berechnen lassen.

sollte, noch nicht bekannt. Da das hier gewéahlte Vorgehen nicht zu einer anderen optimal adjustier-

ten Dynamik P respektive Dy fihrt, wurden die Berechnungen so belassen.
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Die zweidimensionale Dichte und die Ubergangsmatrix der Manner iibernehmen im
folgenden die Rolle des Modells und dienen als Nullhypothese. Sie entsprechen
somit den Matrizen Dmog Und Pmog. FUr Vergleichszwecke wurde noch der Prais'
Mobilitatsindex fir Ubergangsmatrizen (Shorrocks 1978; vergleiche Tabelle 3-1)

berechnet.'®®

Das Ziel der empirischen Untersuchung kann in der Sprache von Kapitel 2 reformu-
liert werden: Schéatze die wahrscheinlichste Anpassung der zweidimensionalen Dich-
te der Manner (Modell), wenn die Einkommens-Randverteilungen der Frauen in den
Jahren 1987 und 1992 als gegeben betrachtet werden. Die PSID-Daten wirden es
natirlich erlauben, die zweidimensionale Dichte und die Ubergangsmatrix der Frauen
direkt zu bestimmen und eine traditionelle statistische Analyse durchzuflihren. Diese
zusatzliche Information wird hier jedoch ignoriert. Sie wird hingegen spater bendtigt
um aufzuzeigen, dass der Ansatz sensitive und bedeutungsvolle Resultate liefert und
dass die Anpassung in die richtige Richtung geht.

Nun wird das Schrédinger-System (2-12) mit der Methode der iterativen proportiona-
len Anpassung (IPFP) gelést. Daraus resultiert die "wahrscheinlichste" angepasste
zweidimensionale Dichtematrix Doy, welche in Tabelle 9-6 dargestellt ist.

135 gehliter (1998) und Trede (1999) liefern einen statistischen Ansatz zur Analyse von Mobilitatsindi-
ces. Da die in Kapitel 9.4 vorgestellten Resultate vor der Mobilitédtsdiskussion in Kapitel 3 erarbeitet
wurden und weil der Mobilitdtsaspekt hier keine zentrale Rolle spielt, wurde auf die nachtragliche
Berechnung des in Kapitel 3 vorgestellten Indexpaars (Gleichgewichts- und Periodenindex) ver-

zichtet.
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Einkommensklasse 1992
5

4

6

7

265

10

0.1034

0.0473

0.0274

0.0228

0.0125

0.0080

0.0012

0.0018

0.0013

0.0022

0.0349

0.0525

0.0247

0.0123

0.0114

0.0090

0.0074

0.0025

0.0018

0.0008

0.0172

0.0556

0.0310

0.0139

0.0153

0.0127

0.0067

0.0038

0.0018

0.0008

0.0152

0.0292

0.0275

0.0154

0.0037

0.0056

0.0146

0.0138

0.0016

0.0069

0.0062

0.0152

0.0088

0.0094

0.0075

0.0082

0.0015

0.0019

0.0103

0.0096

0.0024

0.0039

0.0031

0.0076

0.0093

0.0009

0.0006

0.0023

0.0041

0.0012

Olo|N|oja|~|WIN|=

0.0026

0

0.0006

0.0017

0.0008

0.0046

0.0061

0.0026

0.0033

0.0038

0.0016

0.0055

0.0015

0.0021

iy
o

0

0

0.0006

0.0006

0.0002

0.0013

0.0002

—]

Werte oberhalb des 95%-Konfidenzintervalls von D04
Werte unterhalb des 95%-Konfidenzintervalls von Dy,q

Tabelle 9-6: “Wahrscheinlichste” angepasste zweidimensionale Dichtematrix, Doy

Die zugehérige Ubergangsmatrix ist in Tabelle 9-7 dargestellt und die entsprechen-

den Schrédingermultiplikatoren finden sich in Abbildung 9-16.

Einkommensklasse 1987

3

Einkommensklasse 1992

4

5

6

7

10

0.4540

0.2078

0.1201

0.1002

0.0548

0.0352

0.0051

0.0077

0.0055

0.0096

0.2221

0.3338

0.1571

0.0784

0.0724

0.0574

0.0471

0.0157

0.0113

0.0049

0.1082

0.3502

0.1950

0.0876

0.0962

0.0801

0.0425

0.0238

0.0115

0.0050

0.1216

0.2343

0.2206

0.1238

0.0704

0.0755

0.0606

0.0659

0.0119

0.0154

0.0524

0.0787

0.2059

0.1941

0.1248

0.1353

0.0863

0.0462

0.0532

0.0230

0.0217

0.0951

0.0852

0.2105

0.1428

0.1838

0.1340

0.0764

0.0207

0.0298

0.0338

0.0565

0.0444

0.1095

0.1344

0.1821

0.1461

0.1690

0.0931

0.0310

0.0225

0.0141

0.0553

0.0993

0.0282

0.1181

0.1590

0.3273

0.1143

0.0618

Olo|N|oja|~]|WIN|=

0.0478

0

0.0117

0.0316

0.0150

0.0868

0.0492

0.2843

0.3489

0.1246

=y
o

0

0

0.0264

0.0237

0.0084

0.0542

0.0079

0.1656

0.2130

0.5009

—]

Werte oberhalb des 95%-Konfidenzintervalls von P4
Werte unterhalb des 95%-Konfidenzintervalls von Py,oq

Tabelle 9-7: “Wahrscheinlichste” angepasste Ubergangsmatrix, Popt - Prais’ Mobilitatsindex und

seine Standardabweichung: 0.80684 (0.01988)
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Schrédingermultiplikatoren: D987 und

Abbildung 9-16: "Wahrscheinlichste" Anpassungen

In Tabelle 9-8 finden sich die Kreuzprodukte der Schrddingermultiplikatoren, das

heisst die Matrix der Anpassungskoeffizienten (@i9s7,i*®1992)i = 1.....10-

Einkommensklasse 1992
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2.347] 2940 2.306] 2071 1.472[ 1.894] 1.382] 2068] 1.400] 1.288
1.648] 2064 1.619] 1.454] 1.033] 1.330] o0970] 1.452] 1.046] 0.905
1690 2117] 1.661] 1.492] 1.060] 1.364] 0995 1.490] 1.073] 0.928
1375 1.722[ 1.351] 1.214] o862 1.410] o810 1.212] 0873 0.755
0879 1.101] o0.864] 0.776] 0551] 0.710] 0.518] 0.775] o0.553|0mes|
0.924] 1.157] o0.908] 0.815] 0579] 0.746] 0544| 0.814] 0586 0.507
0.925] 1.159] 0.910] 0817] 0.580] 0.747] 0.545] 0.816] o0.588] 0.508

Einkommensklasse 1987
Olo|N|oojgO | ]|WIN]|—=

Werte lber 2.0
Werte unter 0.5

Tabelle 9-8: “Wahrscheinlichste” Anpassungen pro Zelle (Kreuzprodukt von @gg7 und @;992)
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Diese Zahlen zeigen auf, mit welchen Faktoren die entsprechenden Zellen der zwei-
dimensionalen Dichte der Manner multipliziert werden mussen, um die "wahrschein-
lichste" zweidimensionale Dichte der Frauen zu erhalten. Eine genauere Betrachtung
dieser Matrix enthillt, dass grosse Werte (Werte grésser als 2) in der oberen linken
Ecke der Matrix konzentriert sind, wahrend sich kleine Werte (Werte kleiner als 0.5)
in der unteren rechten Ecke haufen.’*® Dies bedeutet zum Beispiel, dass die Wahr-
scheinlichkeit, 1987 in der untersten und 1992 in der zweituntersten Einkommens-
klasse zu sein, gemass der "wahrscheinlichsten" Anpassung fir Frauen beinahe
dreimal grésser ist als fir Manner. Entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit, in beiden
Jahren in der héchsten Einkommensklasse zu sein, fir die Frauen finfmal kleiner als
fur die Manner. Die Resultate lassen sich so verallgemeinern, dass die Wahrschein-
lichkeiten, in tiefen Einkommensklassen zu sein, erhdht und jene, in hohen Klassen

Zu sein, reduziert werden mussen.

Die Schrédingermultiplikatoren in Abbildung 9-16 zeigen, dass die Anpassungen
nach unten hauptséchlich von der Verteilung des Jahres 1987 (@os7i< 1 flr i > 4)
stammen, wahrend die Anpassungen nach oben mehr auf die Verteilung des Jahres
1992 (@rog2; > 1 flr j<4 und @og2; =1 flr j=5) zurlckzufiihren sind. Dies scheint
sinnvoll angesichts der in Abbildung 9-15 beobachteten Verschiebung der Einkom-
mensverteilung der Frauen.

Wie im theoretischen Teil erwahnt kann die relative Entropie der "wahrscheinlichsten"
angepassten Dichtematrix (Tabelle 9-6) in Bezug auf die zweidimensionale Dichte
der Manner (Tabelle 9-4) dazu benutzt werden, aufzuzeigen ob die Anpassungen
statistisch signifikant sind. Der Wert der relativen Entropie betragt H = 0.2069 und die
zugehdrige Teststatistik (2-16) lautet 2:n-H = 2:1'180-0.2069 = 488.28. Auf dem 1%-
Niveau betragt der kritische Wert der x*-Verteilung mit 18 Freiheitsgraden 34.81. Die
Nullhypothese, dass die Dynamik der Méanner diejenige der Frauen ausreichend

beschreibt, muss somit klar abgelehnt werden.'’

'3 Dieses Muster ist typisch. Fir andere Perioden werden hnliche Resultate erhalten.

137 u]
mod

Auch die bestmdgliche Hypothese D, , = diag(m,ee, ) [P,.q (vergleiche Abschnitt 2.4 und Fussnote

mod

134, S. 262) musste auf dem 1%-Niveau abgelehnt werden. Die x*-Teststatistik fallt jedoch mit
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Da der PSID-Datensatz genigend Information enthalt um die "wahre" zweidimensio-
nale Dichte der Frauen zu berechnen, kann die optimale Anpassung auch damit
verglichen werden. Die relative Entropie H(DwanDmog) der "wahren" Dichtematrix der
Frauen in Bezug auf diejenige der Manner betragt 0.2829, die Entropie H(Dwanr|Dopt)
der "wahren" Frauenmatrix in Bezug auf die angepasste zweidimensionale Dichte
betragt jedoch nur 0.0760. Dies entspricht einer klaren Verbesserung und zeigt auf,
dass die Anpassung in die richtige Richtung zeigt.

Meistens werden in der Praxis die Ubergangsmatrizen anstelle der zweidimensiona-
len Dichten interpretiert. Deshalb wurde in Tabelle 9-7 die "wahrscheinlichste" ange-
passte Ubergangsmatrix wie in Gleichung (2-13) berechnet. Hier sind nur zwei Zellen
ersichtlich, die eine auf dem 5%-Niveau signifikante Anderung erfahren haben. In
beiden Fallen wurden die Wahrscheinlichkeiten nach oben korrigiert was hier bedeu-
tet, dass Frauen eine signifikant héhere Wahrscheinlichkeit haben, in der zweiten
Einkommensklasse zu bleiben oder aus der dritten in die zweite zuriickzufallen. We-
gen der grossen Ahnlichkeit der Ubergangsmatrizen, die auch in ahnlichen Mobili-
tatsindices zum Ausdruck kommt, kann geschlossen werden, dass die Differenzen
zwischen der hypothetischen und der optimal ajustierten zweidimensionalen Dichte
zum grossen Teil auf Unterschiede in der (aus der Vergangenheit ererbten) anfangli-
chen Einkommensverteilung zurlickzufihren sind denn auf die Einkommensdynamik
an sich.

9.4.3.2 Schlussbhemerkungen

Im vorangehenden Abschnitt wurde der in Kapitel 2 entwickelte Ansatz zur Evaluati-
on von Theorien Uber die Dynamik von Einkommensverteilungen auf die Einkom-
mensdynamiken der Manner und der Frauen der USA in der Periode 1987 bis 1992
angewandt. Damit wurde die Galtigkeit sowie die Nutzlichkeit dieser Methode aufge-

84.46 deutlich niedriger aus als fUr die rein aus den Mannerdaten geschatzte Hypothese (kritischer
Wert auf dem 1%-Signifikanzniveau bei 9 Freiheitsgraden: 21.67).
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zeigt. Das Beispiel in dieser Arbeit war nichts anderes als ein erster Test.'®® Der
verwendete PSID-Datensatz enthielt mehr Information als benétigt. Im Prinzip wéare
die Ubergangsmatrix der Frauen direkt aus den Daten schatzbar und mit derjenigen
der Manner mittels konventioneller statistischer Methoden vergleichbar gewesen. Der
Vorteil der PSID-Daten liegt darin, dass sie es erlauben, aufzuzeigen und zu prifen,
ob die Anpassungen der Modelldynamik in die richtige Richtung weisen. Dies konnte
klar bestatigt werden.

Wie in Kapitel 6 gezeigt wurde, lasst sich die Methode auch auf Untersuchungen
anwenden, wo solche zusatzliche Information nicht vorhanden ist. Zudem sind weite-
re Anwendungsmdglichkeiten denkbar, so kénnten zum Beispiel die Differenzen in
der Einkommensdynamik zwischen Landern oder im Zeitablauf untersucht werden.
Zudem liesse sich der Ansatz der Minimierung der relativen Entropie auch dazu
verwenden, spezifische Theorien lber die Einkommensdynamik, wie sie von Conlisk
(1990), Dardanoni (1995) oder Wagner (1978) vorgeschlagen wurden, anhand wirkli-
cher Daten zu testen (vergleiche hierzu Kapitel 6).

Auf der methodischen Seite ware eventuell die Erweiterung der Analyse zu stetigen
Zustandsraumen winschenswert. Dies beinhaltet jedoch das Problem der Wahl einer
etwas willkirlichen Partition des Zustandsraums. Obschon das kombinatorische
Argument, welches in Kapitel 2 verwendet wurde, nicht in den stetigen Raum Uber-
fuhrt werden kann, erscheint eine solche Erweiterung mdglich, jedoch konzeptuell
ausserst schwierig (Féllmer 1988, Aebi und Nagasawa 1992) und wirde den Rah-
men dieser Arbeit bei weitem sprengen.

138 Der Vergleich der Einkommensdynamiken von Mannern und Frauen, wie er in Kapitel 7 angestellt
wurde, ist aus mehreren Grinden aussagekraftiger. Zum einen wurden dort die reinen Einkom-
mensverteilungsdynamiken verglichen, geschlechterspezifische Unterschiede im Einkommensni-
veau sowie im Wachstum des mittleren Einkommens wurden vollstédndig eliminiert. Auch wurden
dort alle Dynamiken mittels zweidimensionaler Kerndichteschdtzung ermittelt. Dieses Vorgehen
fahrt zu unproblematischen positiven Dynamiken. So lassen sich Vergleiche zwischen Dpog, Dopt
und Dyan immer anstellen, die Vergleiche mit der wahren Dynamik sind nicht, wie hier, abhangig

vom Zufall, dass Dyanr @absolut stetig zu Dimog und somit auch zu Dy ist.
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9.4.4 Die restlichen 5-Jahresperioden

Far die restlichen 5-dahresintervalle werden hier jeweils die hypothetischen wie auch
die optimal angepassten zweidimensionalen Dichten respektive Ubergangsmatrizen
dargestellt. Ein Vergleich Uber alle Perioden zeigt deutlich, dass das grundlegende
Muster in allen Intervallen ziemlich ahnlich ist. So missen die Werte der hypotheti-
sche Dichte Dnog in allen Perioden in der linken oberen Ecke nach oben und in der
rechten unteren Ecke nach unten korrigiert werden. Dies bedeutet, dass Frauen in
allen Perioden verglichen mit Mannern eine erhéhte Wahrscheinlichkeit haben, sich
in tiefen Einkommensklassen zu finden. Zudem ist ihre Wahrscheinlichkeit, in hohen

Klassen zu sein reduziert.
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Einkommensklasse 1982

Einkommensklasse 1982
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1982 bis 1987

Einkommensklasse 1987
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.04487] 0.02949| 0.00641] 0.00641| 0.00513] 0.00256| 0.00256{ 0.00256 0 0

0.02179] 0.02949( 0.01282] 0.01538f 0.00769] 0.00128| 0.00641| 0.00128| 0.00256| 0.00128

0.0141] 0.01538] 0.02692| 0.01923] 0.00128| 0.01026] 0.00769| 0.00128{ 0.00385 0

0.00769] 0.01154f 0.01923] 0.02051{ 0.01154] 0.01026| 0.00769| 0.00513| 0.00256| 0.00385

0.00385] 0.00897| 0.01667] 0.01538f 0.01154] 0.01667| 0.00897| 0.01026| 0.00641| 0.00128

0.00385] 0.00128] 0.00897| 0.0141] 0.02949| 0.01538] 0.00769] 0.00641{ 0.01154] 0.00128

0] 0.00128] 0.00641] 0.00128] 0.01795] 0.02308] 0.02692| 0.01282] 0.00897{ 0.00128

0.00128] 0.00128] 0.00128{ 0.00385] 0.01026| 0.01154] 0.01667] 0.02692| 0.01923] 0.00769

Olo|[N|oja|~|W|IN|=

0.00128 0 0] 0.00128] 0.00513] 0.00385] 0.01282] 0.01795] 0.03077{ 0.02692

iy
o

0.00128] 0.00128] 0.00128| 0.00256 0] 0.00513| 0.00256] 0.01538| 0.0141| 0.05641

Tabelle 9-9: Zweidimensionale Dichte der Manner der Periode 1982 bis 1987, Doqg

Einkommensklasse 1987
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.12404] 0.07331] 0.01881) 0.01145] 0.00877] 0.00463{ 0.00404| 0.00342 0 0

0.04357] 0.05302| 0.02721] 0.01988| 0.00952| 0.00167{ 0.0073] 0.00124| 0.00289] 0.00139

0.01504] 0.01476| 0.03049] 0.01326| 0.00085] 0.00714| 0.00467| 0.00066] 0.00231 0

0.01258] 0.01697] 0.03339] 0.02168]| 0.01168{ 0.01095] 0.00717] 0.00404] 0.00236] 0.00342

0.00668] 0.01403| 0.03075] 0.01728] 0.01241{ 0.0189] 0.00888| 0.0086] 0.00627]| 0.00121

0.00299| 0.0009| 0.00741] 0.00709 0.00781] 0.00341| 0.00241] 0.00506| 0.00054

0] 0.00161] 0.0095| 0.00116] 0.01551] 0.02103f 0.02142] 0.00863| 0.00706] 0.00097

0.00136] 0.00122| 0.00144) 0.00263| 0.00671| 0.00796{ 0.01004 0.01145] 0.00443

Olo|[N|o|jla|h|W|IN|=

0.00077 0 0] 0.0005] 0.00191) 0.00151

10

0.00028] 0.00025] 0.00029| 0.00036 0] 0.00072

Werte oberhalb des 95%-Konfidenzintervalls von D4
Werte unterhalb des 95%-Konfidenzintervalls von D g

Tabelle 9-10: “Wahrscheinlichste” angepasste zweidimensionale Dichtematrix, Do
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Einkommensklasse 1987

4

5

6

7

8

10

0.44872

0.29487

0.0641

0.0641

0.05128

0.02564

0.02564

0.02564

0

0

0.21795

0.29487

0.12821

0.15385

0.07692

0.01282

0.0641

0.01282

0.02564

0.01282

0.14103

0.15385

0.26923

0.19231

0.01282

0.10256

0.07692

0.01282

0.03846

0

0.07692

0.11538

0.19231

0.20513

0.11538

0.10256

0.07692

0.05128

0.02564

0.03846

0.03846

0.08974

0.16667

0.15385

0.11538

0.16667

0.08974

0.10256

0.0641

0.01282

0.03846

0.01282

0.08974

0.14103

0.29487

0.15385

0.07692

0.0641

0.11538

0.01282

0

0.01282

0.0641

0.01282

0.17949

0.23077

0.26923

0.12821

0.08974

0.01282

0.01282

0.01282

0.01282

0.03846

0.10256

0.11538

0.16667

0.26923

0.19231

0.07692

Einkommensklasse 1982
o |IN|ojla|_|WIND|=—=

0.01282

0

0

0.01282

0.05128

0.03846

0.12821

0.17949

0.30769

0.26923

10| 0.01282

0.01282

0.01282

0.02564

0

0.05128

0.02564

0.15385

0.14103

0.5641

Tabelle 9-11: Ubergangsmatrix der Manner zwischen1982 und 1987, P.,.q . Prais' Mobilitadtsindex
und seine Standardabweichung: 0.78917 (0.01734)

1

2

3

Einkommensklasse 1987

4

5

6

7

8

10

0.49921

0.29506

0.07571

0.04609

0.03531

0.01861

0.01625

0.01376

0

0

0.25984

0.31619

0.16227

0.11853

0.05675

0.00997

0.04354

0.00737

0.01721

0.00832

0.16868

0.16551

0.34189

0.14865

0.00949

0.08005

0.05242

0.0074

0.02591

0

0.10126

0.13661

0.26875

0.1745

0.09399

0.0881

0.05769

0.03256

0.01901

0.02755

0.05347

0.1122

0.24597

0.13821

0.09926

0.15118

0.07107

0.06876

0.05018

0.0097

0.05775

0.01731

0.14307

0.13685

0.27401

0.15074

0.0658

0.04642

0.09756

0.01048

0

0.01853

0.10937

0.01331

0.1785

0.242

0.24649

0.09937

0.08121

0.01121

0.02224

0.02

0.02361

0.04311

0.11009

0.13059

0.16469

0.22522

0.18783

0.07261

Einkommensklasse 1982
Ol |IN|o|jlga|_|WOWIN]|=—=

0.023

0

0

0.01487

0.05694

0.04503

0.13105

0.15532

0.31089

0.2629

10] 0.02276

0.02047

0.02417

0.02942

0

0.05942

0.02594

0.13174

0.141

0.54508

—]

Tabelle 9-12: “Wahrscheinlichste” angepasste Ubergangsmatrix, Popt - Prais’ Mobilitatsindex und
seine Standardabweichung: 0.78784 (0.02774)

Werte oberhalb des 95%-Konfidenzintervalls von Py,qq4
Werte unterhalb des 95%-Konfidenzintervalls von P4
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Einkommensklasse 1977

Einkommensklasse 1977

1977 bis 1982

1

2

3
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g

Einkommensklasse 1982

4

5

6

7

273

10

0.04474

0.02368

0.01579

0.00395

0.00263

0.00395

0.00263

0

0

0.00263

0.02763

0.02763

0.01447

0.00789

0.00921

0.00263

0.00132

0.00789

0.00132

0

0.01447

0.02368

0.01447

0.01447

0.00658

0.01184

0.00921

0.00263

0

0.00263

0.00526

0.00921

0.02368

0.02105

0.01184

0.00921

0.00658

0.00789

0.00263

0.00263

0.00263

0.00526

0.01447

0.02237

0.02105

0.01184

0.00526

0.00526

0.00658

0.00526

0

0.00789

0.00789

0.01447

0.025

0.01447

0.01579

0.00789

0.00526

0.00132

0

0.00132

0.00526

0.00789

0.01184

0.01711

0.02105

0.02237

0.01053

0.00263

0

0

0.00263

0.00395

0.00395

0.01974

0.01974

0.01316

0.02368

0.01316

Olo|[N|oja|~|W|IN|=

0.00263

0.00132

0.00132

0.00132

0.00263

0.00789

0.01053

0.02237

0.02632

0.02368

=y
o

0.00263

0

0

0.00263

0.00526

0.00132

0.00789

0.01053

0.02368

0.04605

Tabelle 9-13: Zweidimensionale Dichte der Manner der Periode 1977 bis 1982, Doqg

1

2

3

Einkommensklasse 1982

4

5

6

7

10

0.15497

0.06863

0.05486

0.01362

0.00694

0.01112

0.00353

0

0

0.00201

0.06181

0.0517

0.03247

0.01758

0.01569

0.00479

0.00114

0.01016

0.00074

0

0.02158

0.02954

0.02164

0.02149

0.00747

0.01435

0.00531

0.00226

0

0.00087

0.00919

0.01346

0.04149

0.03661

0.01575

0.01308

0.00444

0.00793

0.00115

0.00101

0.0028

0.00469

0.01545

0.02371

0

0.00432

0.00518

0.00942

0

0.00047

0.00228

0.00339

0

0

0.00125

0.00186

0.01707

0.00142

Olo|[N|o|jla|h|W|IN|=

0.00172

0.00072

0.00086

0.00086

0.00131

0.01025

g
o

0.00087

0

0

0.00087

0.00133

—]

Tabelle 9-14: “Wahrscheinlichste” angepasste zweidimensionale Dichtematrix, Do

0.00217

Werte oberhalb des 95%-Konfidenzintervalls von D4
Werte unterhalb des 95%-Konfidenzintervalls von D g

0.00322

0.00175

0.00124

0.00297

0.00086

0.00019
0.00025
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Einkommensklasse 1982

4

5

6

7

10

0.44737

0.23684

0.15789

0.03947

0.02632

0.03947

0.02632

0 0

0.02632

0.27632

0.27632

0.14474

0.07895

0.09211

0.02632

0.01316

0.07895| 0.01316

0

0.14474

0.23684

0.14474

0.14474

0.06579

0.11842

0.09211

0.02632 0

0.02632

0.05263

0.09211

0.23684

0.21053

0.11842

0.09211

0.06579

0.07895] 0.02632

0.02632

0.02632

0.05263

0.14474

0.22368

0.21053

0.11842

0.05263

0.05263] 0.06579

0.05263

0

0.07895

0.07895

0.14474

0.25

0.14474

0.15789

0.07895] 0.05263

0.01316

0

0.01316

0.05263

0.07895

0.11842

0.17105

0.21053

0.22368] 0.10526

0.02632

0

0

0.02632

0.03947

0.03947

0.19737

0.19737

0.13158] 0.23684

0.13158

Einkommensklasse 1977
o |IN|ojla|_|WIND|=—=

0.02632

0.01316

0.01316

0.01316

0.02632

0.07895

0.10526

0.22368] 0.26316

0.23684

10| 0.02632

0

0

0.02632

0.05263

0.01316

0.07895

0.10526] 0.23684

0.46053

Tabelle 9-15: Ubergangsmatrix der Manner zwischen 1977 und 1982, P,,.q . Prais’' Mobilitdtsindex
und seine Standardabweichung: 0.83333 (0.01686)

1

2

3

Einkommensklasse 1982

4

5

6

7

10

0.49091

0.21741

0.17379

0.04313

0.022

0.03521

0.01117

0 0

0.00637

0.31521

0.26369

0.16561

0.08968

0.08004

0.0244

0.0058

0.0518 0.00376

0

0.17331

0.23724

0.17384

0.17259

0.06001

0.11527

0.04265

0.01813 0

0.00696

0.06378

0.09337

0.28788

0.25405

0.10931

0.09073

0.03083

0.05503] 0.00798

0.00704

0.03402

0.05691

0.18766

0.28793

0.2073

0.12444

0.02631

0.03913] 0.02128

0.01502

0

0.09172

0.10998

0.20018

0.26449

0.16341

0.08481

0.06307] 0.01829

0.00403

0

0.01793

0.08599

0.12806

0.14694

0.2265

0.13262

0.20959| 0.0429

0

0

0.05316

0.07917

0.06056

0.32313

0.15372

0.15243

Einkommensklasse 1977
O|o|N]|ojga|H|WIN]|=—=

0.06045

0.02528

0.03032

0.0301

0.04605

0.14742

0.09351

0.29555

10] 0.07407

0

0

0.07376

0.11284

0.0301

0.08593

0.17042| 0.16679

—]

Werte oberhalb des 95%-Konfidenzintervalls von P4
Werte unterhalb des 95%-Konfidenzintervalls von Py,q4

0.00946
0.05849

Tabelle 9-16: “Wahrscheinlichste” angepasste Ubergangsmatrix, Popt - Prais’ Mobilitatsindex und

seine Standardabweichung: 0.85827 (0.03145)
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Einkommensklasse 1972

Einkommensklasse 1972

1972 bis 1977

1

2

3
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Einkommensklasse 1977

4

5

6

7

8

275

10

0.0507

0.02676

0.00845

0.00563

0.00282

0.00141

0.00141

0.00141

0

0.00141

0.02113

0.02254

0.01408

0.01549

0.01268

0.00704

0.00423

0.00141

0

0.00141

0.01127

0.02113

0.02676

0.01127

0.00423

0.00845

0.00704

0.00423

0.00423

0.00141

0.00423

0.00704

0.01831

0.02113

0.01549

0.00845

0.01408

0.00845

0.00282

0

0.00282

0.01408

0.01268

0.01549

0.01127

0.02254

0.00986

0.00282

0.00704

0.00141

0.00141

0.00704

0.00845

0.01408

0.01972

0.01549

0.01268

0.01127

0.00704

0.00282

0.00141

0.00141

0.00423

0.00563

0.0169

0.0169

0.02676

0.01549

0.00845

0.00282

0.00423

0

0.00141

0.00423

0.01127

0.00563

0.01549

0.03099

0.0169

0.00986

Olo|[N|oja|~|W|IN|=

0.00282

0

0.00423

0.00563

0.00563

0.01127

0.00845

0.00986

0.0338

0.01831

=y
o

0

0

0.00141

0.00141

0

0.00282

0

0.01408

0.01972

0.06056

Tabelle 9-17: Zweidimensionale Dichte der Manner der Periode 1972 bis 1977, Dioqg

1

2

3

Einkommensklasse 1977
6

4

5

7

8

10

0.14325

0.08467

0.02471

0.01379

0.00983

0.0023

0.0024

0.00207

0

0.00092

0.04772

0.05701

0.03292

0.03033

0.03535

0.00919

0.00577

0.00166

0

0.00074

0.02095

0.04399

0.05149

0.01816

0.0097

0.00907

0.00791

0.00409

0.00533

0.00061

0.00562

0.01049

0.0252

0.02435

0.02544

0.00195

0.01094

0.00909

0.00931

0.00964

0.00119

0.00664

0.00736

0.01028

0.0205

0.00068

0.00076

0.00211

0.00236

0.01008

0.00198

0

0.00068

0.00172

0.00653

Olo|N]|oja|~|W|IN|=

0.00041

0

0.00064

0.00072

0.00102

iy
o

0

0

0.00012

9.6E-05

0.00649

0.01132

0.00585

0.00254

0

0.00413

0.00102

0.00331

0.00023

0.00753

0.00153

0.00645

—]

Tabelle 9-18: “Wahrscheinlichste” angepasste zweidimensionale Dichtematrix, Do

Werte oberhalb des 95%-Konfidenzintervalls von D4
Werte unterhalb des 95%-Konfidenzintervalls von D g

0.00494

0.00402

0.00055

0.00277

0.00032
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Einkommensklasse 1977
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.50704] 0.26761| 0.08451] 0.05634| 0.02817{ 0.01408] 0.01408| 0.01408 0] 0.01408
0.21127] 0.22535] 0.14085| 0.15493] 0.12676| 0.07042] 0.04225] 0.01408 0] 0.01408
0.11268] 0.21127] 0.26761] 0.11268] 0.04225{ 0.08451] 0.07042]| 0.04225] 0.04225] 0.01408
0.04225] 0.07042| 0.1831] 0.21127] 0.15493| 0.08451| 0.14085| 0.08451] 0.02817 0
0.02817] 0.14085| 0.12676] 0.15493| 0.11268| 0.22535] 0.09859| 0.02817] 0.07042] 0.01408
0.01408] 0.07042] 0.08451| 0.14085] 0.19718| 0.15493] 0.12676] 0.11268| 0.07042| 0.02817
0.01408] 0.01408| 0.04225] 0.05634| 0.16901{ 0.16901] 0.26761| 0.15493] 0.08451| 0.02817
0.04225 0] 0.01408] 0.04225] 0.11268| 0.05634| 0.15493| 0.30986] 0.16901] 0.09859
0.02817 0] 0.04225] 0.05634| 0.05634| 0.11268] 0.08451| 0.09859] 0.33803| 0.1831
0 0| 0.01408| 0.01408 0] 0.02817 0] 0.14085| 0.19718] 0.60563

Einkommensklasse 1972
O|lo|IN|oOojla|_]|WOWIN]|=—=

-
o

Tabelle 9-19: Ubergangsmatrix der Manner zwischen1972 und 1977, P, . Prais' Mobilitadtsindex
und seine Standardabweichung: 0.77778 (0.01813)

Einkommensklasse 1977
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.50451] 0.2982| 0.08701] 0.04858| 0.0346{ 0.00809| 0.00847| 0.00729 0] 0.00325
0.21625] 0.25834| 0.14918] 0.13744| 0.16019| 0.04162]| 0.02613| 0.0075 0] 0.00335
0.12231] 0.25683| 0.30058] 0.106] 0.05662{ 0.05297] 0.04618| 0.02386] 0.0311] 0.00355
0.04791] 0.08943| 0.21483] 0.20762]| 0.21689{ 0.05533] 0.09648| 0.04985] 0.02166 0
0.0333] 0.18649] 0.15508| 0.15875] 0.16447| 0.15384| 0.07042] 0.01733| 0.05646] 0.00386
0.01708] 0.09562| 0.10601] 0.14798] 0.29513| 0.10846] 0.09284| 0.07107] 0.0579] 0.00793
0.01917] 0.02147| 0.0595] 0.06645| 0.28398| 0.13282] 0.22002| 0.1097] 0.07799] 0.0089
0.06428 0] 0.02217] 0.05571] 0.21161| 0.04949] 0.14237| 0.24523] 0.17435| 0.03481
0.04476 0] 0.06947| 0.07758] 0.11051{ 0.10337] 0.08111|] 0.0815] 0.3642

0 0] 0.03731| 0.03125 0] 0.04164 0| 0.1876| 0.34233

Werte oberhalb des 95%-Konfidenzintervalls von P o4
Werte unterhalb des 95%-Konfidenzintervalls von Py,oq
Tabelle 9-20: “Wahrscheinlichste” angepasste Ubergangsmatrix, Popt - Prais’ Mobilitatsindex und
seine Standardabweichung: 0.80742 (0.06722)

Einkommensklasse 1972
Olo|N|oojga|Bh]|WIN]|—=

iy
o
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9.44.4 1967 bis 1972
Einkommensklasse 1972
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1] 0.03684] 0.02105] 0.01228] 0.01404| 0.00175{ 0.00175| 0.00351| 0.00351| 0.00351| 0.00175
§ 21 0.02807| 0.02807| 0.01404| 0.00877| 0.00877] 0.00351] 0.00526 0] 0.00175{ 0.00175
‘; 310.01754| 0.01404] 0.0193| 0.0193] 0.00877] 0.01404] 0.00351| 0.00175| 0.00175 0
£ 410.01053| 0.01579] 0.0193]| 0.01754| 0.01404] 0.01228] 0.00351| 0.00351| 0.00351 0
-_5 5] 0.00351| 0.01053] 0.00877] 0.00877| 0.01754| 0.01579] 0.00702| 0.00526 0.01228| 0.01053
& 6]0.00175| 0.00351] 0.00175| 0.01053| 0.01228] 0.01754| 0.02456| 0.00702| 0.00702| 0.01404
E 7 10.00175| 0.00526] 0.01053] 0.00702| 0.01404| 0.01404] 0.01579] 0.01754| 0.00702| 0.00702
% 8 0] 0.00175] 0.01228] 0.00702{ 0.01754] 0.00877] 0.01579] 0.01228] 0.01228{ 0.01228
w 9 0 0 0] 0.00702] 0.00175] 0.00526] 0.0193] 0.02807| 0.02456{ 0.01404

10 0 0] 0.00175 0| 0.00351| 0.00702] 0.00175| 0.02105| 0.02632| 0.0386

Tabelle 9-21: Zweidimensionale Dichte der Manner der Periode 1967 bis 1972, Dyoqg
Einkommensklasse 1972
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1] 0.12479] 0.06475| 0.02939] 0.03561] 0.00265] 0.00192| 0.00543| 0.00372| 0.00217| 0.0008
§ 21 0.04919] 0.04466| 0.01738{ 0.01152{ 0.00686| 0.00199| 0.00422 0] 0.00056{ 0.00041
‘; 31 0.02746{ 0.01995| 0.02134 0.02263| 0.00613| 0.0071| 0.00251| 0.00086] 0.0005 0
ﬁ 4| 0.0217] 0.02955| 0.0281] 0.02709] 0.01292{ 0.00818| 0.00331] 0.00226] 0.00132 0
% 5] 0.00735] 0.02002| 0.01298| 0.01377] 0.01641{ 0.01069| 0.00672] 0.00345] 0.00469| 0.00297
& 6 ]0.00297| 0.00539| 0.0021| 0.01334] 0.00928| 0.0096| 0.019] 0.00372| 0.00216
E 7 1 0.00239 0.00652| 0.01014| 0.00717{ 0.00855| 0.00619| 0.00984| 0.00749| 0.00174]| 0.00129
% 8 0] 0.00256] 0.01392] 0.00844| 0.01257| 0.00455{ 0.01158] 0.00617
i 9 0 0 0| 0.0043] 0.00064| 0.00139

10 0 0] 0.00143 0] 0.00181| 0.00262

—]

Tabelle 9-22: “Wahrscheinlichste” angepasste zweidimensionale Dichtematrix, Do

Werte oberhalb des 95%-Konfidenzintervalls von D4
Werte unterhalb des 95%-Konfidenzintervalls von D g
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Einkommensklasse 1972

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1]0.36842] 0.21053| 0.12281] 0.14035| 0.01754| 0.01754] 0.03509| 0.03509 0.03509| 0.01754
§ 2| 0.2807| 0.2807] 0.14035| 0.08772| 0.08772| 0.03509] 0.05263 0] 0.01754( 0.01754
PN 3 | 0.17544 0.14035] 0.19298| 0.19298[ 0.08772] 0.14035| 0.03509 0.01754| 0.01754 0
£ 4 10.10526| 0.15789] 0.19298| 0.17544 0.14035] 0.12281] 0.03509 0.03509| 0.03509 0
-_}, 5 1 0.03509| 0.10526{ 0.08772| 0.08772| 0.17544] 0.15789] 0.07018) 0.05263] 0.12281| 0.10526
& 6]0.01754] 0.03509] 0.01754] 0.10526| 0.12281] 0.17544 0.24561| 0.07018] 0.07018] 0.14035
E 7 10.01754| 0.05263| 0.10526{ 0.07018] 0.14035] 0.14035] 0.15789| 0.17544| 0.07018 0.07018
% 8 0] 0.01754] 0.12281] 0.07018| 0.17544] 0.08772] 0.15789| 0.12281] 0.12281( 0.12281
w9 0 0 0] 0.07018] 0.01754] 0.05263| 0.19298] 0.2807] 0.24561{ 0.14035

10 0 0] 0.01754 0] 0.03509| 0.07018] 0.01754| 0.21053] 0.26316| 0.38596

Tabelle 9-23: Ubergangsmatrix der Manner zwischen1967 und 1972, P,,.q . Prais' Mobilitadtsindex
und seine Standardabweichung: 0.85770 (0.01912)

Einkommensklasse 1972

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1] 0.46008] 0.23871] 0.10835[ 0.1313{ 0.00978| 0.00708] 0.02003] 0.01371] 0.00799] 0.00295
g 2| 0.3596 0.32651] 0.12703| 0.08419] 0.05018] 0.01453| 0.03082 0] 0.0041f 0.00303
P 3 ] 0.25313[ 0.18387) 0.19673| 0.2086| 0.05652| 0.06548| 0.02314] 0.00792| 0.00461 0
£ 41 0.1614f 0.21982] 0.20906] 0.20152| 0.0961| 0.06088| 0.02459| 0.01683| 0.00981 0
% 5] 0.0742f 0.20213| 0.13107] 0.13897] 0.16568| 0.10797| 0.06784| 0.03483| 0.04735{ 0.02997
& 6]0.04196| 0.07619] 0.02964| 0.18859| 0.13115| 0.13566 0.26852| 0.05251| 0.0306
E 7 10.03902f 0.10628| 0.1654| 0.11692] 0.13939| 0.10093 0.16052| 0.12208] 0.02845| 0.02101
% 8 0] 0.03871] 0.21086] 0.12776{ 0.19038] 0.06893| 0.17541] 0.09338] 0.05441| 0.04017
g 9 0 0 0] 0.16577] 0.0247] 0.05366{ 0.27817] 0.27694| 0.14119] 0.05957

10 0 0] 0.05519 0] 0.06977{ 0.10104] 0.03571| 0.29332] 0.21362

Werte oberhalb des 95%-Konfidenzintervalls von P4
Werte unterhalb des 95%-Konfidenzintervalls von P4
Tabelle 9-24: “Wahrscheinlichste” angepasste Ubergangsmatrix, Popt - Prais’ Mobilitatsindex und
seine Standardabweichung: 0.87637 (0.03679)
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10.1 BEZEICHNUNGEN

K

Mt

diag(")

Anzahl Einkommensklassen, in welche die betrachteten Einkommen
eingeteilt werden.

Anzahl Individuen der Grundgesamtheit.
Anzahl Individuen einer Stichprobe.

Wahre Einkommensverteilung respektive Einkommensverteilung der

Grundgesamtheit zum Zeitpunkt t ((Kx1)-Vektor).

Einkommensverteilung einer Stichprobe respektive willkirlich gewahlte

Einkommensverteilung zum Zeitpunkt t ((Kx1)-Vektor).
Gleichgewichtige Einkommensverteilung ((Kx1)-Vektor).
(Kx1)-Vektor mit lauter Elementen 1.

Der diag(-)-Operator verwandelt jeden (Kx1)-Vektor in eine (KxK)-
Diagonalmatrix mit den Elementen des Vektors als Hauptdiagonalele-
mente.

(KxK)-Ubergangsmatrix (auch Transitionsmatrix, Ubergangsdynamik,
stochastische Matrix). Enthélt die bedingten Wahrscheinlichkeiten dafar,
dass ein Individuum zum Zeitpunkt t+1 in Einkommensklasse j sein wird

wenn es zum Zeitpunkt t in Klasse i war (i, j O {1,-+, K}).
Hypothetische (KxK)-Ubergangsmatrix.

An die beobachteten wahren Einkommensverteilungen zu zwei Zeitpunk-

ten optimal angepasste (KxK)-Ubergangsmatrix.

Wahre (KxK)-Ubergangsmatrix. Ist normalerweise unbekannt und soll

geschétzt werden.

Zweidimensionale (KxK)-Dichtematrix. Enthalt die unbedingten Wahr-
scheinlichkeiten, dass ein Individuum zum Zeitpunkt t in Einkommens-

klasse i und zum Zeitpunkt t+1 in Klasse j sein wird (i, j O {1,"-, K}).
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Dmod

Dopt

Dwahr

]

Dmod (Pmod )

St

Sn

Mz (P)
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Hypothetische zweidimensionale (KxK)-Dichtematrix.

An die beobachteten wahren Einkommensverteilungen zu zwei Zeitpunk-

ten optimal angepasste, zweidimensionale (KxK)-Dichtematrix.

Wahre zweidimensionale (KxK)-Dichtematrix. Ist normalerweise unbe-

kannt und soll geschéatzt werden.

(KxK)-Einkommensgeschichtematrix (Kontingenztabelle). Pendant zur
zweidimensionalen (KxK)-Dichtematrix, enthalt jedoch anstelle der
Wahrscheinlichkeiten die absoluten Haufigkeiten. Falls D und ' die

Grundgesamtheit widerspiegeln gilt: ' = N-D.

Konvexe Menge aller zweidimensionalen Dichtematrizen D mit Randver-
teilungen m; und my,1 . Die unbekannte wahre zweidimensionale Dichte

Dwanr ist Element dieser Menge.

Konvexe Menge aller hypothetischen Dichtematrizen Dyog, Welche aus

der Modelldynamik Pmoq mit allen potentiellen Anfangsverteilungen

Mt >> 0 gemass Dmog = diag(l):Pmog gebildet werden kdnnen.

Mobilitatsfunktional ((KxK)-Matrix). Bewertet Bewegungen zwischen
Einkommensklassen mit positiven Gewichten, das Verharren in der an-

gestammten Klasse erhélt hingegen das Gewicht 0.

Empirische Mobilitat bis zum Zeitpunkt T entlang eines betrachteten
Einkommenspfades. St entspricht dem zeitlichen Mittel aller durch das
gewahlte Mobilitdtsfunktional F gewichteten Bewegungen zwischen den

Einkommensklassen entlang des betrachteten Einkommenspfades.

Empirische Stichprobenmobilitat. Durch das gewahlte Mobilitatsfunktional
F gewichtete durchschnittliche Einkommensklassenwechsel innerhalb ei-
nes Stichprobenpanels.

Gleichgewichts-Mobilitatsindex der Ubergangsmatrix P zum Mobilitats-

funktional F. Die empirische Mobilitdt St konvergiert fir T - o gegen

diesen Wert.
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Omax(P)
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Periodenmobilititsindex der Ubergangsmatrix P zum Mobilitatsfunktional

F, gemessen bei einer Abweichung der empirischen Mobilitat oberhalb
respektive unterhalb eines vorgegebenen Schwellenwerts a. Entspricht
der asymptotischen Wahrscheinlichkeit, dass die empirische Mobilitat
den Schwellenwert a auch in Periode T+1 noch Uber- respektive unter-

schreitet, gegeben dies ist in Periode T der Fall.

Schwellenwert fir die Messung der Wahrscheinlichkeit von Abweichun-

gen der empirischen Mobilitdt oberhalb o O(MZ(P),a .. (P)) respektive
unterhalb o O(0,MZ(P)) .

Maximal erreichbare empirische Mobilitat fiir die Ubergangsdanymik P

und ein bestimmtes Mobilitadtsfunktional F.

Maximal moglicher Wert, den amax(P) annehmen kann. Dieser Wert ist

nur vom gewahlten Mobilitdtsfunktional F abhangig. Fur alle positiven

Ubergangsmatrizen P derselben Dimension stimmt dma(P) mit o

max

(iberein. Fir alle anderen Ubergangsmatrizen Q kann amax(Q) kleiner als

D .
a,.. Sein.

Mittelwert der Zufallsvariablen X.

Standardabweichung der Zufallsvariablen X.

Standardabweichung des Mittelwerts X der Zufallsvariablen X.

10.2 KONVENTIONEN

Far zwei Matrizen A und B gelten die folgenden Konventionen:

A=B

A>B

A>>B

fallsaj=b; Oi,j0{1,- K}
falls A>B und A #B.

falls ajj > bij Oi,j O0{1,-,K}.
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10.3 ABKURZUNGEN

IPFP

PSID

CPS

Iterativ proportional fitting procedure. Die iterativ proportionale Anpas-
sungsprozedur wird fir die Bestimmung der optimal an die beobachteten
Einkommensverteilungen m; und m,1 angepassten zweidimensionalen

Dichtematrix Dopt verwendet.

Panel study of income dynamics. Panelstudie, die seit 1968 jahrlich in
den USA erhoben wird. Unter anderem enthélt sie die Einkommensdaten
der befragten Individuen seit 1967.

Current population survey. Wird seit mehr als 50 Jahren monatlich aus
Befragungen von 50'000 Haushalten erhoben. Dabei werden unter ande-
rem die Einkommensdaten aller Familienmitglieder ab dem Alter 15 er-
fasst. Die Haushalte werden so ausgesucht, dass sie die Bevdlkerung
der USA reprasentieren. Es handelt sich um ein rotierendes Panel, wobei
die Haushalte insgesamt bloss 8 Monate im Panel verbleiben. Fir lange-
re Betrachtungshorizonte kdnnen die CPS-Daten bloss als Querschnitts-
daten verwendet werden.
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